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Glava 1

Uvod

Jedna od popularnih oblasti fizike, teorija kondenzovanog stanja, između ostalog prou-

čava i jako korelisane sisteme. Jaka interakciona energija čestica, koja je uporediva ili

dominantnija od kinetičke energije dovodi do neobičnih pojava, uključujući Mott-ov metal-

izolator prelaz, različita feromagnetna ili antiferomagnetna uređenja, visokotemperaturnu

superprovodnost i mnoge druge [1]. Na primer, kod vanadijum-oksida su primećene velike

promene u otpornosti prilikom metal-izolator prelaza. Kuprati, čiji lokalizovani elektroni

formiraju Mott-ov izolator, pri dopiranju postaju visokotemperaturni superprovodnici.

Na niskim temperaturama provodni elektroni usled jake elektronske interakcije mogu se

ponašati kao čestice hiljadu puta veće mase od mase slobodnih elektrona u metalima.

Konvencijalni metali kao što su bakar, aluminijum i drugi su uspešno opisani zonskom

teorijom kristala. Valentni elektroni su aproksimirani slobodnim, neinteragujućim kvazi

česticama, pri čemu su delokalizovani. U okviru zonske teorije osobine materijala se mogu

odrediti samo na osnovu strukture zone i njene popunjenosti. Ukoliko postoje dobro defin-

isane popunjena i prazna zona, razdvojene energetskim procepom, onda je dati materijal

izolator, dok za delimično popunjenu provodnu energetsku zonu se govori o metalu. Ono

što omogućava uvođenje ovakve aproksimacije su izraženi efekti ekraniranja kao i Paulijev

princip, što je objasnila Landauova teorija kvazičestica.

Međutim u prisustvu jake elektronske interakcije, zonska teorija nije primenljiva jer

kretanje elektrona sada itekako zavisi od međusobnih korelacija u odnosu na elektrone u

neposrednom okruženju. Većina jako korelisanih materijala ima atome sa delimično pop-

unjenim d ili f atomskim orbitalama [2], a kuprati su jedan od istorijskih primera kod kojih

zonska teorija nije mogla da odredi izolatorske osobine (kako je prisutna polupopunjena

zona očekivali bi metal). Interakcija više nije nezanemarljiva, što iziskuje i kompleksniju

teoriju.

Istraživanje u ovoj oblasti traje od 60-tih godina prošlog veka i na mnoga od fundamet-

alnih pitanja se može odgovoriti u okviru Hubbard-ovog modela [3] koji uzima u obzir kako

kinetičku energiju (datu hoping parametrom t, hopping parametar, amplituda preskoka),

tako i međusobnu interakciju elektrona (Hubbard-ovo U). Neinteragujuće stanje (U=0) je

uvek metalno, dok u slučaju velike interakcije (U/t >> 1),na polupopunjenoj rešetki sis-

tem je uveliko u izolatorskoj fazi. Međutim, iako na prvi pogled jednostavan, Hubbardov
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model je bio egzaktno rešiv samo u jednoj dimenziji. Danas, uz pomoć računara i razvoja

numeričkih metoda ostvaren je veliki napredak u rešavanju Hubbard-ovog modela.

Značajan proboj je napravljen kada je pokazano da u limitu beskonačnih dimenzija

(odnosno u limitu beskonačnog broja suseda) problem postaje egzaktno rešiv za proizvoljnu

vrednost interakcije U i proizvoljnu temperaturu T. Tada se prostorne fluktuacije mogu

zanemariti ali kvantne fluktuacije su u potpunosti uračunate. Ovo je dovelo do razvijanja

Dinamičke teorije srednjeg polja (Dynamical mean field theory, DMFT), koja problem

rešetke svodi na problem nečistoće u metalu, pri čemu je atom nečistoće uronjen u efektivni

medium sa kojim može da razmenjuje elektrone [1].1992. Georges and Kotliar su primenili

DMFT na Hubbard-ov model i značajno produbili naše poimanje metal-izolator prelaza.

Sa druge strane, postoje i numeričke metode koje daju rešenje direktno na rešetki. Za-

htevna i kompleksna Lanczos metoda egzaktne dijagonalizacije na konačnoj temperaturi,

uključuje prostorne fluktuacije ali se primenjuje na konačnodimenzioni sistem sa maksi-

malno 16 čvorova rešetke. Proteklih godina se razvija i metod cluster DMFT, koji umesto

jednog sajta nečistoće uvodi klaster (grupa od više sajtova), na taj način u određenoj meri

uključuje nelokalne korelacije.

Primenom DMFT-a na konačno dimenzione sisteme čini se aproksimacija koja zane-

maruje nelokalne korelacije, odnosno sopstvena energija se smatra nezavisnom od mo-

menta Σ(~k, ω) ∼ Σ(ω). Postoje različite metode (takozvani impurity solver) koje problem

nečistoće rešavaju sa više ili manje uspeha i sve oni imaju svoje mane i prednosti. U

ovom radu su iskorišćena dva načina rešavanja DMFT jednačina: Iterativna perturba-

tivna teorija (Iterated perturbation theory, IPT) i Kvantni Monte Carlo u kontinualnom

vremenu (Continuous time quantum Monte Carlo, CT-QMC). Iako je IPT krajnje jed-

nostavan i brz metod (vreme izvršavanja se meri minutima a upotreba superračunara nije

neophodna), kvantne Monte Carlo metode su numerički egzaktne i rezultati se mogu dobiti

sa proizvoljnom tačnošću odabirom broja Monte Carlo koraka. Metodi egzaktne dijago-

nalizacije zahtevaju veliku kompjutersku memoriju koja raste eksponencijalno sa brojem

sajtova rešetke uračunatih u klaster, dok kod kvantnih Monte Carlo metoda skaliranje je

linearno, što omogućava paralelizaciju programa a time i brze izvršavanje.

Cilj ovog rada je ispitati uticaj nelokalnih korelacija u Hubbard-ovom modelu na

trougaonoj rešetki. Njihova jačina zavisi kako od temperature tako i od oblika rešetke.

Poređenjem DMFT rezultata (termodinamičkih i transportnih osobina) na trougaonoj

rešetki sa rezultatima dobijenim Lanczos metodom., videćemo kako na višim temperatu-

rama nelokalne korelacije slabe i time rezultati počinju da se poklapaju. Kada dobijeni

DMFT rezultat zamenimo cluster DMFT-om, što je prikazano na primeru kompresibil-

nosti, pokazuje se da cluster DMFT na dobar način uračunava nelokalne korelacije. Sa

druge strane, ukoliko u istom opsegu temperatura, kao za trougaonu rešetku, predstavimo

kompresibilnost kvadratne rešetke, izračunatu DMFT i Lanczos metodom, razlika između

ova dva metoda će biti veća. U ovom slučaju nelokalne korelacije ne samo da su jače već

opstaju i do viših temperatura.
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Pored ovih rezultata u radu je prikazano i veoma detaljno poređenje dva metoda IPT

i CT-QMC za rešavanje DMFT jednačina. Obe metode računaju Green-ove funkcije na

imagnarnoj osi, odakle se mogu direktno odrediti termodinamičke osobine sistema. Pri

slabijoj interakciji gotovo da ne postoji razlika u rezultatima, međutim za jačinu interakcije

U>W, gde je W širina zone, na nižim temperaturama IPT metod može imati artefakte.

Bez obzira na to, u visokotemperaturnom režimu IPT daje numerički egzaktne rezultate.

Da bi se izračunale transportne osobine, potrebne su Green-ove funkcije na realnoj osi.

Tada se mogu pojaviti odstupanja koje potiču od samih metoda za analitičko produženje.

Videćemo da postoji dobro slaganje transportnih osobina dobijenih pomoću DMFT-a, u

okviru greške metoda. Tako da, kombinacija IPT i CT-QMC rešenja dovodi do efikasnog

pristupa u rešavanju DMFT jednačina.
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Glava 2

Dinamička teorija srednjeg polja i

Mott-ov metal-izolator prelaz

U ovom poglavlju biće uvedena dinamička teorija srednjeg polja i objašnjeno na koji

način se Hubbard-ov model, koji opisuje rešetku, svodi na Andersonov modelom, koji

opisuje nečistoču u metalu, a koji je dopunjen relacijom samousaglašenosti. Videćemo

primenu dinamičke teorije srednjeg polja u opisu metal izolator prelaza, kao i jedan primer

realnog, jako korelisanog materijala sa trougaonom kristalnom rešetkom čije osobine želimo

da ispitamo.

2.1 Hubbard-ov model

Najjednostavniji model za jako korelisane elektrone je Hubbard-ov model. Pored

kinetičkog člana koji opisuje kretanje elektrona uvodi se i interakcija među elektronima

kada se nađu na istom čvoru rešetke. Hamiltonijan ima sledeći oblik:

H = −
∑
i,j,σ

tijd
+
iσdjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ (2.1.1)

,gde su d+ i d, operatori kreacije i anihilacije čestice; tij je hoping parametar, koji određuje

kintičku energiju. niσ = d+
iσdiσ je operator broja popunjenosti elektrona spina σ na čvoru

i. U ovom modelu elektroni spinske orijentacije ↑ ili ↓, mogu da se kreću po čvorovima

rešetke [1]. Ukoliko se nađu na istom čvoru, suprotno su orijentisani (na osnovu Paulijevog

principa) i tada interaguju interakcionom energijom U, što i opisuje drugi član hamiltoni-

jana.

Osnovna veličina koju računamo je Green-ova funkcija, koja odgovara verovatnoći da

se kreira jedan elektron spina σ na i-tom sajtu u trenutku τ ′ i anihilira na istom sajtu u

kasnijem trenutku τ , je po definiciji:

Giσ(τ − τ ′) = −〈Tτdiσ(τ)d†iσ(τ ′)〉, (2.1.2)

gde je Tτ operator vremenskog uređenja. Na osnovu Dyson-ove jednačine, jednočestična

Green-ova funkcija može zapisati kao:

Gk(iωn)) = 1
iωn + µ− εk − Σ(k, iωn) , (2.1.3)
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gde se εk dobija iz disperzione relacije εk = ∑
ij e

ik(Ri−Rj)tij. Pored neinteragujućeg limita

kada je U=0, Gk(iωn)) = 1
iωn+µ−εk

, Σ(~k, iω) = 0, Green-ovu funkciju možemo zapisati i u

atomskom limitu U/t >> 1: (njihovo izvođenje je dato u Dodatku A)

Gatom(iωn) = 1− n
iωn + µ

+ n

iωn + µ− U

Σatom(iω) = Un+ U2 n(1− n)
iω + µ− (1− n)U

(2.1.4)

Kada je broj elektrona isti kao broj čvorova (polupopunjena rešetka: n = 0.5, odnosno

doping je p = 2n−1 = 0), pri interakcionoj energiji znatno većoj od kinetičke, favorizovano

je stanje u kome se na svakom čvoru rešetke nalazi po jedan elektron, što dovodi do pojave

izolatora. Neinteragujuće stanje je u metalnoj fazi. Između ova dva granična slučaja, mora

postojati i neka kritična vrednost interakcije za koju dolazi do promene osnovnog stanja

sistema. U jednoj dimenziji, Hubbard-ov model je egzaktno rešiv, i osnovno stanje je

izolator za U > 0, ali u višim dimenzijama očekuje se konačna vrednost kritične interakcije.

2.2 Dinamička teorija srednjeg polja

Dinamička teorija srednjeg polja (DMFT) daje mnoge odgovore o dinamici jako ko-

relisanih sistema i uspešno opisuje Mott-Hubbard-ov metal-izolator prelaz. Zasniva se na

mapiranju Hubbard-ovog modela na model Andersonove nečistoće, uz jednačinu samo-

usaglašenosti koja povezuje lokalnu Green-ovu funkciju rešetke sa Green-ovom funkcijom

nečistoće. To se bolje vidi iz formalizma funkcionalnih integrala [4]. Za Hubbard-ov model

važi da je particiona funkcija Z =
∫
D[d̄d]e−Shub , gde je dejstvo dato kao:

Shub =
∫ β

0
dτ{

∑
i,jσ

d̄iσ((∂τ − µ)δij + tij)djσ + U
∑
i

ni↑ni↓} (2.2.1)

Ukoliko se sa rešetke izdvoji jedan sajt, može se definisati efektivno dejstvo datog sajta u

odnosu na ostatak rešetke. U limitu beskonačnih dimenzija se ispostavlja da efektivno de-

jstvo izdvojenog sajta odgovara dejstvu nečistoće Simp. U modelu Andersonove nečistoće:

Simp =
∫ β

0

∫
dτdτ

′
d̄iσ(−G−1(τ − τ ′))djσ +

∫ β

0
dτUni↑ni↓ (2.2.2)

gde je Weiss-ovo srednje polje G, Dajson-ovom jednačinom povezano sa Green-ovom funkci-

jom i sopstvenom energijom nečistoće: G−1
imp(iωn) = G−1 − Σ(iωn).

Pre daljeg opisa Dinamičke teorije srednjeg polja, biće ukratko objašnjen Anderson-ov

model nečistoća.

Andersonov model

Hamiltonijan ovog modela opisuje magnetne nečistoće u metalu [2]:

Hand = Hatom +Hbath +Hcoupling

Hatom = Un↑n↓ + (ε− µ)(n↑ + n↓)

Hbath =
∑
i,σ

εia
†
iσaiσ

Hcoupling =
∑
i,σ

Vi(a†iσdσ + d†σaiσ)

(2.2.3)
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Operator a+ kreira provodni elektron momenta k, spina σ i energije εk, dok d+, kreira

elektron nečistoće. V je hibridizacija vezanog d elektrona i provodnih elektrona. Kada

posmatramo magnetni jon uronjen u elektronski kontinuum, d elektroni mogu da tuneluju,

tj. da se hibridizuju sa okolinom.

Energetski zavisna hibridaziciona funkcija sadrži sve informacije o hibridizaciji [4]:

∆(iωn) =
∑
k

V 2
k

iωn − εk
(2.2.4)

dok je Green-ova funkcija nečistoće data sa:

Gimp(iωn) = 1
iωn + µ−∆(iωn)− Σ(iωn) , (2.2.5)

gde je Σ(iωn), sopstvena energija koju treba da izračunamo.

DMFT jednačine

Dinamička teorija srednjeg polja (DMFT), jedan višečestični problem-rešetku, aproksimira

atomom (nečistoća) uronjenim u medijum provodnih elektrona. (slika 2.1)

Slika 2.1: Problem rešetke se mapira na jedan sajt nečistoće uronjen u polje provodnih

elektrona, koji su međusobno kuplovani hibridazicionom funkcijom.

U limitu beskonačnih dimenzija, sopstvena energija Σ(~k, iωn) u jednačini (2.1.3) ne zavisi

od impulsa ~k [5], Σ~k,iωn
(iωn) ≡ Σloc(iωn), tako da je lokalna Green-ova funkcija rešetke:

Gloc(iωn) =
∑
k

Gk(iωn) =
∑
k

1
iωn + µ− εk − Σ(iωn)

=
∫
dε

ρ(ε)
iωn + µ− ε− Σ(iωn) ,

(2.2.6)

gde je ρ(ε) = ∑
k δ(ε−εk) gustina stanja, a sa sumacije po k prostoru rešetke je pređeno na

integral po energiji. Takođe, Green-ova funkcija nečistoće je jednaka lokalnoj Green-ovoj

funkciji rešetke Gimp = Gloc. Kako važi i Dojsonova jednačina G−1
imp(iωn) = G−1

0 − Σ(iωn)

i znajući da je G−1
0 = iωn + µ−∆(iωn), dobija se relacija samo-usaglašenosti:

∆(iωn) = iωn + µ− Σ(iωn)−G−1
loc. (2.2.7)

Time su date sve jednačine potrebne za iterativnu DMFT petlju(slika 2.2)[6]. Polazna

tačka je Weiss-ova funkcija G0(iωn). Potom se nekom od metoda dobija Σ(iωn) i na kraju

se samo-usaglašeno izračunava hibridaziciona funkcija ∆(iωn), koja definiše novu funkciju

G0(iωn). Petlja se ponavlja sve dok rešenje ne iskonvergira, odnosno Green-ove funkcije u

dve poslednje iteracije ne postanu jednake.

Dinamika jednog sistema sa nečistoćama uopšte nije trivijalna i upravo dobijanje sop-

stvene energije nečistoće je najzahtevniji deo. Da bi se ovaj problem rešio razvijene su
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Slika 2.2: Iterativna petlja kojom se dolazi do rešenja DMFT jednačina

razne numeričke metode ali i dan danas se radi na njihovom poboljšanju. U ovom radu

biće stavljen akcenat na aproksimativnu Iterativnu Perturbativnu teoriju i na numerički

egzaktan Kvantni Monte Carlo metod u kontinualnom vremenu.

2.3 Mott-ov metal-izolator prelaz

Usled jakih korelacija između fermiona na polupopunjenoj rešetki sistem može doživeti

fazni prelaz između metala u izolator, koji je poznat pod nazivom Mott-ov ili Mott-

Hubbard-ov metal-izolator prelaz ipredstavlja jednu od najinteresantnijoh pojava fizike

kondenzovane materije. Za veliku vrednost interakcije U, dvostruko okupirani čvorovi

rešetke energetski više koštaju sistem. Sistem će tada redukovati svoju energiju lokalizo-

vanjem jednog elektrona po čvoru rešetke, čime se ispoljavaju osobine izolatora. Primena

DMFT teorije na Hubbard-ov model polupopunjene rešetke je dobijeno dosta korisnih

rezultata.

Osnovna veličina u DMFT teoriji je lokalna jednočestična Green-ova funkcija [6][5]. Njen

imaginarni deo ρ(ω) = −Im(G(ω))/π je gustina stanja interagujućeg sistema, odnosno

spektralna funkcija. Na slici 2.3 je prikazano kako se spektralna funkcija menja povećan-

jem interakcije. Dva ekstremna slučaja su u potpunosti jasna. Kada su elektroni neinter-

agujući spektralna funkcija predstavlja lokalnu neinteragujuću gustinu stanja. Sa druge

strane, izolator se odlikuje sa dva šira pika, čiji su centri razdvojena energijom U: niži

(lower Hubbard band- LHB) i viši (upper Hubbard band- UHB). Ispod kritične vrednosti

interakcije U, pored Hubbard-ovih band-ova u spektalnoj funkciji se javlja i kvazičestični

pik, koji postepeno nestaje kako se sistem približava kritičnim parametrima metal-izolator

prelaza. Ispostavlja se da karakteristična struktura od tri pika, pored Anderson-ovog

modela nečistoća opisuje i jako-korelisane sisteme.

Na slici 2.4 je prikazan fazni dijagram dobijen iz DMFT rešenja [7]. Mott-ov izolator

se dobija za veliku interakciju U, dok je pri slabijoj interakciji prisutna metalna faza.

U oblasti koegzistencije može postojati i izolatorsko i metalno rešenje. Ako povećavamo

temperaturu dobija se stanje sistema gde više nemamo ni dobar metal ali ni dobar izolator.
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Slika 2.3: Evolucija spektralne funkcije prilikom metal-izolator prelaza. U metalnoj fazi

su prisutna tri pika(kvazičestični pik i dva Hubbardova band-a), dok povećanjem

interakcije spektralna težina kvazičestičnog pika se postepeno prebacuje na

Hubbard-ove band-ove.

Slika 2.4: Fazni dijagram

2.4 Organski Mott-ovi izolatori

Organski Mott-ovi izolatori [8] kao što su (BEDT−TTF )2X, gde je X npr. Cu2(CN)3

ili CuN(CN)2Cl, spadaju u klasu κ-organica a njihove osobine su opisane Hubbardovim

modelom na polupopunjenoj anizotropnoj trougaonoj rešetki. Svakom čvoru rešetke odgo-

vara par molekula povezanih u dimer.

Na nižim temperaturama, članovi κ-organica mogu ispoljavati različito magnetno ure-

đenje, što je upravo posledica magnetne frustracije rešetke. Ukoliko se dva spina orijentišu

antiferomagnetno, onda na trećem čvoru rešetke ne možemo sa sigurnošću znati orijentaciju

spina. Tako da postoje jedinjenja koja uopšte nisu magnetno uređena, dok druga tek u

izolatorskoj fazi imaju antiferomagnetno uređenje. To se jasno vidi slici 2.6, koja prikazuje
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fazni dijagram.

Slika 2.5: Molekuli organika, koji u osnovi imaju trougaonu rešetku

Slika 2.6: Fazni dijagram različitih organskih molekula

U realnim sistemima metal-izolator prelaz se može izazvati promenom pritiska, ili

dopiranjem. Kada pritisak raste, odnos U/T opada, tako da u donjem desnom delu

dijagrama (slika 2.6) sistem se nalazi u metalnoj fazi, dok je u donjem levom uglu dijagrama

prisutan izolator.

Na višim temperaturama, bez obzira na uređenje, sistemi počinju da ispoljavaju slične

osobine, ali ne samo unutar klase κ-organika već je uočeno da različiti Mott-ovi sistemi do-

bijaju na univerzalnosti. Tipičan oblik kriva otpornosti u funkciji temperature je prikazan

na slici 2.7. Vidimo da otpornost zavisi od temperature i od pritiska dok u blizini metal-

izolator prelaza (crna linija), menja monotonost.

Slika 2.7: Transport elektrona organskih molekula
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Glava 3

Metodi rešavanja DMFT jednačina

Postoji više metoda za rešavanje DMFT jednačina. U narednim poglavljima su opisane

korišćene metode u ovom radu: Iterativna perturbaciona teorija i Kvantni Monte Carlo u

kontinualnom vremenu. Takođe, uvešćemo i uopštenje DMFT teorije, klaster Dinamičku

teoriju srednjeg polja.

3.1 Iterativna perturbativna teorija

Iterativna perturbaciona teorija (IPT) je jedan od najjednostavnijih i najbržih metoda

za rešavanje DMFT jednačina. Sopstvena energija Σ(iωn) se aproksimira drugim redom

teorije perturbacije kao Σ(iωn) = Un+Σ(2)
0 (iωn). Prvi red aproksimacije je reda interakcije

U je ujedno Hartree član.

Slika 3.1: Fejnmanovi dijagrami za (a)prvi, (b)drugi red teorije perturbacije sopstvene

energije

U simetričnom slučaju , kada je rešetka polupopunjena (n = 0.5) sopstvena energija

ima sledeći oblik Σ(iωn) = nU +
∫
dτG0(τ)3eiωnτ i u početku, IPT jednačine su bile rešene

za polupopunenu rešetku. [5]

Vrednost hemijskog potencijala je fiksirana µ = U/2 (dodatak A) i zamenom u Green-

ovu funkciju nečistoće poništava se sa prvim članom sopstvene energije, odnosno dobija

se Gimp = 1
iωn−∆−Σ(2) . Time, sopstvena energija je egzaktna u atomskom limitu ali i u

slabo kuplovanom limitu (U → 0). Za proizvoljnu popunjenost ovakva sopstvena energija

bi davala nefizička rešenja i potrebno je uvesti nešto drugačiju aproksimaciju.[9] [10]
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Sopstvena energija se modifkuje ansatz-om koji je parametrizovan konstantama A i B.

Σ(iωn) = Un+ AΣ(2)
0 (iωn)

1−BΣ(2)
0 (iωn)

, (3.1.1)

gde je drugi red perturbativnog razvoja sopstvene energije:

Σ(2)
0 (iωn) =

∫ β

0
dτeiωnτΣ(2)

0 (τ), (3.1.2)

Σ(2)
0 (τ) = U2G0(τ)G0(−τ)G0(τ). (3.1.3)

Neinteragujuću Green-ova funkciju definišemo kao

G0(iωn) = 1
iωn + µ0 −∆(iωn) , (3.1.4)

gde se uvodi pomoćni, fiktivni, potencijal µ0, dok je ∆(iωn) je hibridizaciona funkcija.

Fiktivna popunjenost stanja n0 = G0(τ = 0−) se dobija iz neinteragujuće funkcije G0, dok

je n = G(τ = 0−) elektronska popunjenost na rešetki i računa se iz G. Hemijski potencijali

µ i µ0 odgovaraju popunjenostima stanja n i n0.

Jedna mogućnost je da fiksiramo vrednost n = n0 [11]. Tada preostaje da se reše dve

nelinearne jednačine sa nepoznatima µ odnosno µ0:

n = 1
β

∑
n

eiωn0+
G(iωn) = 1

β

∑
n

eiωn0+ 1
iωn + µ−∆(iωn)− Σ(iωn)

n0 = 1
β

∑
n

eiωn0+
G0(iωn) = 1

β

∑
n

eiωn0+ 1
iωn + µ0 −∆(iωn)

(3.1.5)

Još je potrebno odrediti konstante A i B. Kako želimo egzaktnost rešenja u različitim

limitima, konstanta A će definisati visoko visoko frekfentni limit ω → ∞ a konstanta B

atomski limit Hubbard-ovog modela U/t >> 1. Izvođenje konstanti je dato u dodatku B,

a ovde je izdvojen konačan rezultat:

A = n(1− n)
n0(1− n0) , B = (1− n)U + µ0 − µ

n0(1− n0)U2 (3.1.6)

Iterativna IPT petlja je prikazana na slici (3.2), koja se ponavlja sve dok rešenje ne

iskonvergira. Na samom početku treba pretpostaviti hibridizacionu funkciju, hemijski

potencijal i fiksirati n. Tada se može izračunati G0 i rešiti IPT jednačine, čime dobijamo

sopstvenu energiju sistema. Koristeći jednačinu samo-usaglašenosti nalazi se Green-ovu

funkciju rešetke a potom i nove hemijske potencijale µ, µ0 kao i hibridizacionu funkcija,

∆(iωn).

IPT metod je implementiran u programskom jeziku Python pri čemu je korišćen javno

dotupan paket TRIQS (Toolbox for Research on Interacting Quantum Systems) [12].
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Slika 3.2: Shema petlje koja rešava IPT n=n0 solver i jednačinu self-konzistencije. Petlja

započinje računanjem neinteragujuće Green-ove funkcije na osnovu pretpostavl-

jenih parametara. Već u narednoj iteraciji koriste se izračunati parametri. Proces

se ponavlja dok rešenje ne iskonvergira.

3.2 Kvantni Monte Carlo u kontinualnom vremenu

Pored aproksimativne metode kao što je IPT, moguće je primeniti i kvantne Monte

Carlo metode. pre desetak godina je razvijen kvantni Monte Carlo metod u kontinualnom

vremenu (Continuous Time Quantum Monte Carlo - CTQMC), koji na veoma pouzdan

način može da odredi dinamiku jako-korelisanog sistema. Osnovna ideja je Feynman-ov

razvoj particione funkcije Andersonovog modela. Kod jako-korelisanih sistema particiona

funkcija se razvija po stepenima hibridizacione funkcije (CT-HYB algoritam). Prednost

ovog metoda je primenjivost i na višeorbitalne modela. U radu je iskorišćen javno dostupan

CT-QMC program, koji se nalazi u okviru TRIQS paketa [12].

U ovom poglavlju ćemo opisati osnove CT-HYB algoritma i primene Monte Carlo

metode na računanje particione funkcije [13]. Ovde je korisno preći u interakcionu reprezentaciju

i particionu funkciju Anderson-ovog modela nečistoće ima sledeći oblik:

Z = Tr
a
Tr
d

[e−β(Hloc+Hbath)]Tτe−
∫ β

0 dτHhyb . (3.2.1)

Nakon razvijanja particione funkcije dobija se izraz na koji se može primeniti MC

metod.

Z =
∑
n

∫
...
∫

︸ ︷︷ ︸∑
c

dτ1...dτnτnTr
a
Tr
d

[e−β(Hloc+Hbath)]Tτ (−Hhyb(τn))...(−Hhyb(τ1))︸ ︷︷ ︸
wc

(3.2.2)

∑
c je skup tačaka na imaginarnoj vremenskoj osi na intervalu od [0, β] dok wc prepozna-

jemo kao težinu konfiguracije c datu kao proizvod vremenskih intervala dτ i hibridizacionih

operatora.
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Zamenom Hamiltonijana i integracijom po elektronskom kontinuumu dobija se eksplic-

itniji oblik jednačine:

Z = Zbath
∑
n

1
n!

∫
dτ1dτ

′

1...dτndτn′
∑

σ1...σn

[
d

Tτe
−βHlocdσ1(τ1)d†

σ
′
1
(τ ′1)...dσn(τn)d†

σ′n
(τ ′n)]det∆

(3.2.3)

gde je ∆ matrica sa elementima hibridizacione funkcije ∆ij = ∆(τ(i)− τ(j)).

Dakle, da sumiramo, particiona funkcija je data kao Z = ∑
cwc, dok srednju vrednost

neke funkcije na prostoru c dobijamo kao 〈f(c)〉 = 1
Z

∑
cwcfc. Vremenska evolucija nečis-

toće se može predstaviti kao skup segmenata u vremenskom intervalu dτ . Kako elektron

koji okupira nečistoću u metalu, može imati spin ↑ ili ↓, konfiguracioni prostor za jednoor-

bitalni sistem je dat kao na slici. Gornja linija predstavlja spin ↑, a donja spin ↓. Deblje

linije prikazuje segmente kada elektron okupira nečistoću, a osenčeni delovi dijagrama

kažu da je orbitala dvostruko okupirana.

Slika 3.3: Konfiguracioni prostor elektrona na nečistoći

U algoritmu se polazi od početne konfiguracije x sa xn segmenata -skup fermionskih

operatora u različitom vremenu, a potom se ubacuje novi segment xn+1 da bi se dobila nova

konfiguracija y. Verovatnoća prelaza iz jedne konfiguracije u drugu je data sa P (xn+1|xn),

odnosno gustina verovatnoće nove konfiguracije je:

pn+1(xn+1) =
∑
xn

P (xn+1|xn)pn(xn). (3.2.4)

Kako vazi P (y|x)p(x) = P (x|y)p(y) i takođe verovatnoća prelaza zavisi da li će nova

konfiguracija biti prihvaćena ili ne P = PaccPprop(ne prihvata se ukoliko se novi segment

nađe unutar segmenta koji je okupiran elekronom) a verovatnoća da konfiguracija R bude

ostvarena je:
Pacc(x|y)
Pacc(y|x) = Pprop(y|x)p(x)

Pprop(x|y)p(y) = R(x|y) (3.2.5)

Na ovaj način se za svaku konfiguraciju odredjuje odgovarajuća MC težina, evaulacijom

Tr fermi operatora i računanjem determinante matrice ∆, a potom se određuje i Green-ova

funkcija direktno u imaginarnom vremenu.

3.3 Klaster Dinamička teorija srednjeg polja

Dinamička teorija srednjeg polja, sopstvenu energiju smatra lokalnom i konstantnom.

Svakakvo, takva aproksimacija nije u potpunosti tačna. Iako se pokazalo da u mnogim

slučajevima daje prihvatljive rezultate, da bi se dobila slika bliža realnim sistemima
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potrebno na neki način uvesti zavisnost sopstvene energije od impulsa. Jedan pristup

je da se rešetka podeli na klastere (slika 3.4) koji se sastoje od Nc sajtova rešetke. [14]

[13] Unutar klastera uključuju se kratkodometne korelacije, a sopstvena energija se može

definisati sa Nc bazisnih koeficijenata φλ(~k), zavisnih od impulsa:

Σap(~k, iωn) =
Nc∑
j=1

φj(~k)Σj(iωn) (3.3.1)

Odavde se vidi da za izbor Nc = 1 važi da je φλ(~k) = const, odnosno jednačinom (3.3.1)

se definiše uopštenje DMFT teorije.

Slika 3.4: Podela rešetke na klastere

Dejstvo rešetke se može podeliti na dva člana:

S =
∑
m

S(m) +
∑
m,n

S(m,n) (3.3.2)

gde se prvi odnosi na dejstvo klastera, a drugi na dejstvo sajtova unutar klastera. Dejstvo

ostatka rešetke na jedan klaster se može zapisati kao:

Seff =
∫
dτ
∑
i,j

c∗i (τ)G0
−1
ij (τ)cj(0) +

∫
dτ
∑
i

Uni↑(τ)ni↓(τ) (3.3.3)

Sada je Weiss-ovo polje matrica koja opisuje sve moguće korelacije između sajtova u

klasteru. Slično kao u DMFT-u problem rešetka se mapira na modelu nečistoće, i stoga

dobijaju se slične jednačine kao u DMFT pristupu. Ukupnu Green-ovu funkciju rešetke

Gloc = ∑
K G( ~K, iω) smatramo jednakom sa Green-ovom funkcijom nečistoće, Gloc = G.

Ovde je klaster Green-ova funkcija rešetke G( ~K, iω) definisana matričnom jednačinom:

G( ~K, iω) = 1
(iω + µ)I + tK −Σ

, (3.3.4)

gde je tK matrica hoppinga unutar klastera, dok je sopstvena energija lokalna na nivou

klastera i ne zavisi od vektora K, redukovane Brilionove zone. Odnosno, dobija se koegzis-

tetna jednačina cluster DMFT modela:

G−1
loc = G0

−1 −Σ. (3.3.5)

Iako se ovakva aproksimacija suočava sa problemom narušenja simetrije kristala, jer

su na rešetki uračunate korelacije samo unutar klastera ali ne i među njima, ovaj metod

daje realniji opis sistema u odnosu na DMFT.
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Fazni dijagram

Osnovnu razliku izmedju DMFT i cluster DMFT metoda možemo videti na faznom

dijagramu Mott-ovog metal izolator prelaza, ovde konkretno na trougaonoj rešetki (slika

3.5)[15]. Klaster od jednog sajta odgovara DMFT-u,dok su linije faznog dijagrama veće

dimenzije klastera dobijene cluster DMFT-om. Linije razdvajaju metalnu fazu(levo) od

izolatorske (desno). Prostor između njih je oblast koegzistencije gde je moguće dobiti oba

rešenja u zavisnosti od početne konfiguracije sistema. Sa slike vidimo da do kritične tem-

perature Tc/t ≈ 0.1, postoje razlike u obliku faznih linija ali i u numeričkim vrednostima.

Povećanjem veličine klastera linije počinju da konvergiraju i time daju realističniji opis

sistema. Upravo ovakva razlika se javlja zbog efekta nelokalnih korelacija. Ali postavlja

se pitanje koliko su one stvarno bitne pri opisu termodinamičkih i transportnih osobina

sistema na temperaturama većim od kritičnih.

Slika 3.5: Fazni dijagram trougaone rešetke za različitu veličinu klastera
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Glava 4

Rezultati na trougaonoj rešetki

Kao što je pomenuto, DMFT jednačine se zasnivaju na činjenici da u limitu beskon-

ačnih dimenzija sopstvena energija Σ(~k, ω) postaje lokalna i time ne zavisi od impulsa
~k, već samo od frekvence ω. Kada se takva aproksimacija primeni na sistem konačne

dimenzije, zanemarujemo prostorne korelacije. U ovom poglavlju biće prikazano koliko

se DMFT rešenje na trougaonoj rešetki razlikuje od egzaktnog, poređenjem sa Lanczos i

klaster DMFT rešenjem. Prikazaćemo i kompresibilnost na kvadratnoj rešetki, kada su

nelokalne korelacije znatno jače. Detaljno smo poredili IPT i CT-QMC metod za rešavanje

DMFT jednačina.

4.1 Neinteragujuća gustina stanja i transportna funkcija

trougaone rešetke

Gustina stanja daje broj elektronskih stanja po energiji i jediničnoj zapremini. Razne

osobine sistema koje ćemo računati zavise od neinteragujuće gustine stanja

ρ(ε) =
∑
k

δ(ε− εk), (4.1.1)

gde je εk disperziona relacija, koja predstavlja zavisnost energije od impulsa ~k. U modelu

jake veze (tight-binding) [16], jednačina energije je:

εk = −t
∑
r

ei
~k ~br , (4.1.2)

gde se sumira po najbližim susedima rešetke.

Na slici 4.1 su prikazani jedinični vektori ~ai i najbliži susedi trougaone rešetke ~bi:

~a1 = ax̂, ~a2 = a
1
2 x̂+ a

√
3

2 ŷ, (4.1.3)

~b1 = a
1
2 x̂+ a

√
3

2 ŷ, ~b4 = −a1
2 x̂− a

√
3

2 ŷ

~b2 = ax̂, ~b5 = −ax̂

~b3 = a
1
2 x̂− a

√
3

2 ŷ, ~b6 = −a1
2 x̂+ a

√
3

2 ŷ

(4.1.4)

Zamenom vektora (4.1.4) i ~k = kxx̂ + kyŷ u opšti izraz (4.1.2) i sumacijom po najbližim
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Slika 4.1: Trougaona rešetka je definisana sa dva jedinična vektora ~ai,

dok postoji šest najbližih suseda ~bi.

susedima dobija se sledeće:

t
∑
r

ei
~k ~br = eia( 1

2kx+
√

3
2 ky) + e−ia( 1

2kx+
√

3
2 ky) + eia( 1

2kx−
√

3
2 ky) + e−ia( 1

2kx−
√

3
2 ky) + eiakx + e−iakx

(4.1.5)

Primenom izraza cos(x) = eix+e−ix
2 , suma (4.1.5) se transformiše kao:

t
∑
r

ei
~k ~ρr = 2[cos(a2(kx +

√
3ky)) + cos(a2(kx −

√
3ky)) + cos(akx)] (4.1.6)

Izborom, konstante rešetke a=1 i hopping parametra t=1, uz transformacije trigonometri-

jskih funkcija disperziona relacija trougaone rešetke postaje:

εk = −2(cos(kx) + 2cos(kx2 )cos(
√

3
2 ky)) (4.1.7)

Nadalje ćemo koristiti jedinice u kojima je a = 1, t = 1, pri čemu je poluširina neinteragu-

juće zone trougaone rešetke D = 4.5, odnosno W = 2D = 9.

Kao što je neinteragujuća gustina stanja neophodna za određivanje termodinamičkih

osobina, transportna funkcija

X(ε) =
∑
k

v2
kxδ(ε− εk) =

∑
k

(∂εkx
∂kx

)2δ(ε− εk) (4.1.8)

determiniše transportne osobine elektrona.

Neinteragujuća gustina stanja (4.1.1) i transportna funkcija (4.1.8) mogu se izračunati

numerički sa proizvoljnom tačnošću, primenom Monte Carlo metode, (slika 4.2). Kako

je njihova forma proporcionalna Dirakovoj delta funkciji ∑k δ(ε − εf )F (k), postupak za

nalaženje ovih funkcija je indentičan [11]. Kao prvo, treba odrediti koliko želimo ε tačaka,

nakon čega generišemo slučajne tačke (kx, ky, kz) između [0,1] čime dobijamo εk. Ukoliko

vrednost εk pripada n-toj epsilon tački, vrednost 1
∆εF (k) se dodaje datom ε. Proces se

ponavlja N puta. Na kraju, ukupna dodeljena vrednost ε tačkama treba da se podeli sa

brojem Monte Carlo koraka N. Povećanjem broja slučajnih tačaka povećava se i tačnost

kojom je funkcija dobijena.
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Slika 4.2: (a) Neinteragujuća gustina stanja trougaone rešetke

(b) Transportna funkcija trougane rešetke

4.2 Energija

Ukupna energija sistema na konačnoj temperaturi T je po definiciji srednja vrednost

Hamiltonijana.[17][11]

E(T ) = 1
N

∑
k,σ

εk〈d+
kσdkσ〉+ U

N

∑
i

〈ni↑ni↓〉, (4.2.1)

gde prvi član predstavlja kinetičku a drugi interakcionu energiju.

Ukoliko u drugom članu prosumiramo po spinu jednačina dobija sledeći oblik

E(T ) = 1
N

∑
k,σ

εk〈d+
kσdkσ〉+ U

N

1
2
∑
kσ

〈niσniσ̄〉. (4.2.2)

Energiju sada treba transformisati, tako da u njoj figurišu Green-ove funkcije, jer

je upravo to ono što računamo [18]. Polazi se od jednačine kretanja i antikomutacione

fermionske relacije,

∂dkσ(τ)
∂τ

= [K̂, dkσ], {dk,σ, d†k′σ′} = δk,k′δσσ′ , (4.2.3)

gde je K = H−µ∑kσ nσ = ∑
kσ[(εk−µ)nkσ + 1

2Unkσnkσ̄] definisano u velikom kanonskom

ansamblu, [a, b] = ab− ba je komutator, dok je {a, b} = ab+ ba antikomutator.

Ukoliko se reši jednačina kretanja za operatore 〈d+
kσdkσ〉 = G(τ → 0−), prepoznaje se

član koji figuriše u izrazu za energiju (4.2.2)

∂G(τ)
∂τ
|τ→0− = 〈d+

kσ

∂dkσ(τ)
∂τ

〉 = 〈d+
kσ[K̂, dkσ]〉

= −(εk − µ)Gk(τ)|τ→0− − U〈nkσnkσ̄〉.
(4.2.4)

Energija izražena preko Green-ovih funkcija u imaginarnom vremenu je onda jednaka:

E(T ) = 1
2N

∑
kσ

(εk + µ)Gk(τ)|τ→0− −
1

2N
∑
kσ

∂Gk

∂τ

∣∣∣∣
τ=0−

(4.2.5)

Upotrebom Furije-ovog transforma G(τ) = 1
β

∑
nG(iωn)e−iωn , dobija se izraz preko Mat-

subara frekvenci

E(T ) = 1
β

1
N

∑
n,k

(iωn + εk + µ)Gk(iωn)e−iωn0− . (4.2.6)
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Takođe, na jednostavan način izdvaja se kinetička energija sistema:

Ek(T ) = 2
N

∑
k

εkGk(τ)|τ→0− = 2
β

1
N

∑
n,k

εkGk(iωn)e−iωn0− . (4.2.7)

Energija se može izračunati numerički u obe reprezentacije s tim što na Matsubara osi

treba pažljivo tretirati visokofrekventne članove. Implementacija je opisana u dodatku D.

Na slici 4.3 prikazana je kinetička energija dobijena DMFT (isprekidane) i Lanczos (pune

linije) metodama. Slaganje je veće pri slabijoj interakciji dok povećanjem U javlja se

razlika prvenstveno na nižim temperaturama. U visokotemperaturnom režimu DMFT i

Lanczos se gotovo poklapaju i podjednako dobro određuju kinetičku energiju.

(a) (b)

Slika 4.3: Poređenje DMFT (isprekidane linije) i Lanczos(pune linije) kinetičke energije

u zavisnosti od temperature pri interakcijama U=6(crvene linije) i U=10(plave

linije) za (a) polupunjenu (doping p=0) i (b) dopiranu rešetku (doping p=0.15)

4.3 Specifična toplota i entropija

Specifična toplota je data kao totalni izvod energije po temperaturi:

Cv(T ) = dE(T )
dT

. (4.3.1)

Poznavanjem specifične toplote Cv entropija se dobija na sledeći način:

S(T ) =
∫ T

0

Cv(T
′)

T ′
dT
′
. (4.3.2)

Sa Lanczos rezultatima [19] poređena je entropija (slika 4.4). Kako DMFT aproksi-

macija ne uključuje nelokalne korelacije ne može se očekivati ista entropija. Bez obzira

na to dobijaju se iznenađujuće bliski rezulatati. Entropija izgleda samo pomereno za

konstantnu vrednost, zbog razlike u specifičnoj toploti na niskim temperaturama. Na

niskim temperaturama kada smo u režimu Fermi tečnosti (Fermi liquid), specifična toplota

Cv linearno raste sa T , Cv = γT , pa je i entropija proporcionalna temperaturi. Nagib

γ ∼ m∗/m ∼ Z−1, zavisi od kvazičestičnog faktora Z = (1− ∂Σ′ (ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω→0

)−1, odnosno efek-

tivne mase m∗/m ∼ Z−1. Nagib se povećava približavanjem metal-izolator prelazu. Na

visokim temperaturama entropija teži vrednosti u atomskom limitu, kada je S = 2 ln 2,

gde prefaktor 2 potiče od sumacije po spinu, a ln 2 od dva moguća stanja spina ↑ i ↓.
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(a) (b)

Slika 4.4: Entropija u funkciji temperature dobijena DMFT (pune linije) i Lanczos (is-

prekidane linije) metodama. (a) Nedopiran slučaj (p=0), (b) dopiran sistem

(p=0.15). Rezultati su za interakcije U=6 (crvene linije) i U=10 (plave linije).

4.4 Kompresibilnost

Temperaturna zavisnost kompresibilnosti (charge compresibility)

χ(T ) = ∂n

∂µ
(4.4.1)

na polupopunjenoj trougaonoj rešetki je prikazana na slici 4.5.

Neinteragujući slučaj (U=0) je prikazan crnom linijom dok uključivanjem interakcije

kompresibilnost opada. Na višim temperaturama, T/t & 1, χ ima slabu zavisnost od

temperature, a rešenja DMFT i Lanczos metodama se praktično poklapaju. Međutim,

na nižim temperaturama postoji razlika između ova dva rešenja, koja je najizraženija za

U/t = 10, kada sistem ulazi u izolatorsku fazu pri čemu se otvara energetski procep,

što DMFT rešenje ne pokazuje. Uvođenje sopstvene energije koja približno uračunava

nelokalne korelacije u klaster DMFT rešenju, daje rezultate koji se veoma dobro slažu sa

Lanczos rezultatima, čak i na niskim temperaturama.

Slika 4.5: Poređenje kompresibilnosti DMFT rešenja sa rezultatima dobijenim klaster

DMFT i Lanczos metodama na trougaonoj rešetki.
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4.4.1 Nelokalne korelacije na kvadratnoj rešetki

Jedan od razloga zašto trougaona rešetka predstavlja interesantan sistem za ispitivanje

jakih korelacija u materijalima je upravo pojava magnetne frustracije rešetke, koja sman-

juje uticaj nelokalnih korelacija. Sa druge strane, ukoliko je Hubbard-ov model zadat na

kvadratnoj rešetki, nelokalne korelacije su izraženije i tada ne bi mogli da očekujemo toliko

dobro slaganje DMFT i Lanczos rezultata. Na primeru kompresibilnosti se primećuje da je

razlika između DMFT i Lanczos rešenja mnogo veća nego na trougaonoj rešetki. Razlika

je najveća pri malom dopiranju, kada su efekti korelacija najizraženiji. Međutim, na višim

temperaturama razlika između metoda se smanjuje.

Slika 4.6: Kompresibilnost na kvadratnoj rešetki za različite vrednosti popunjenosti, dobi-

jena DMFT i Lanczos metodama.

4.5 Transport elektrona

Optička provodnost je funkcija linearnog odziva sistema σkl i povezuje operator gustine

struje j i primenjeno električno polje E. Odnosi se na transport elektrona u materijalu.

Operator gustine struje je po definiciji ~j = ∑
kσ evknkσ, gde je brzina čestice u Hubbard-

ovom modelu data sa vk = 1
~Oεk. [2] Tenzor optičke provodnosti se može definisati preko

korelacione funkcije 〈jl|jk〉(ω+ iδ) (detaljno izvođenje ove formule je dato Kubo formulom

za optičku provodnost, u dodatku ):

σkl = 1
V
Re[ 1

iω
〈jl|jk〉(ω + iδ)]

= 1
V

1
iω

∑
kk′

∑
σ

vkv
′

k〈nkσ|nk′σ〉(ω).
(4.5.1)

Dijagramski razvoj ovog izraza je prikazan na slici 4.7, gde je u višim perturbativnim

članovima Γ ireducibilna verteksna funkcija [7] [20]. U limitu beskonačnih dimenzija, Γ je u

potpunosti lokalno, odnosno nezavisno od k i k′ . Tada je moguće zasebno izračunati seg-

mentne drugog dijagrama. Kako je εk = ε−k parno(iz razloga što je εk = f(cos(kx))),

čime su Gk = G−k i vk = −v−k, parna, odnosno neparna funkcija dobija se da je∑
k vkxGk(iωn)Gk(iωn + iω

′
n) jednaka nuli.

Drugim rečima, doprinos optičkoj provodnosti daje samo prvi član razvoja:

σxx(iω
′

n) = e2

V ~2ω′
1
β

∑
k,σ,n

v2
kxGk,σ(iωn)Gk,σ(iωn + iω

′

n) (4.5.2)

21



Slika 4.7: Perturbativni razvoj optičke provodnosti. Ireducibilni deo vertexa je lokalan, vek-

tori k i k′ se pojavljuju na različitim stranama verteksa i njihova sumacija je

nezavisna jedna od druge. Pri tome verteks korekcija postaje jednaka nuli a u

perturbativnom razvoju preostaje samo prvi član.

Sumacijom po spinu i prelaskom na integral po energiji, dobija se sledeći izraz:

σxx(iω
′

n) = 2e2

~2ω′
N

V

∫
dεX(ε) 1

β

∑
n

Gε(iωn)Gε(iωn + iω
′

n) (4.5.3)

gde definišemo transportnu funkciju X(ε) = 1
N

∑
k v

2
kxδ(ε− εk), koja uzima u obzir efekte

koji potiču od rešetke [11].

Analitičkim produženjem poslednje jednačine na realnu osu dobija se:

Re(σ(ω′)) = σ0

∫
dε
∫
dωX(ε)A(ε, ω)A(ε, ω + ω

′)f(ω)− f(ω + ω
′)

ω′
(4.5.4)

gde su σ0 = 2πe2

~aV i A(ε, ω) = − 1
π
Im( 1

ω−(ε−µ)−Σ(ω)).

Na osnovu sumacionog pravila, integral od σ(ω′) po frekvencama je proporcionalan

kinetičkoj energiji [21]. ∫
dωσ(ω) = −Ek

π

4V (4.5.5)

Za korišćene parametre proverili smo da je ispunjeno f-sumaciono pravilo. Kada u jednačini

(4.5.4) ω′ → 0, dobija se DC provodnost (u xx smeru):

Re(σ(0)) = σ0

∫
dε
∫
dωX(ε)A(ε, ω)2∂f(ω)

∂ω
, (4.5.6)

odnosno otpornost je ρ(T ) = 1/σxx(0).

Lanczos metod, ne može tako jednostavno da izračuna strujne korelacione funkcije

na niskim temperaturama i iz tog razloga su nam bili dostupni Lanczos rezultati optičke

provodnosti i otpornosti na temperaturama T/t > 1.5.

Poređenje optičke provodnosti dobijene iz DMFT i Lanczos rezultata je prikazano na

slici 4.8. Može se reći da je slaganje rezultata u okviru greške metoda, koja može poticati

kako od Lanczos metode ali isto tako i od korišćene metode za analitičkog produženje

DMFT rezultata na realno frekventnu osu.

Takođe, izračunali smo temperaturnu zavisnost otpornosti DMFTmetodom. Na niskim

temperaturama otpornost ima zavisnost T 2 što je tipično za Fermi tečnosti. Dobijene

rezultate smo i uporedili sa otpornošću određenu iz Lanczos rezultata. Na temperaturama

T/t > 1.5, rezultati se u velikoj meri poklapaju.
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(a) (b)

(c) (d)

Slika 4.8: Optička provodnost za temperature T=1.5 i T=3, na osnovu DMFT-IPT i Lanc-

zos rezultata. Korišćeni su sledeće vrednosti interakcije i dopinga: (a) U=6,

p=0(b) U=6, p=0.15 (c) U=10, p=0 (d)U=10, p=0.15

(a) (b)

Slika 4.9: Otpornost u zavisnosti od temperature. DMFT (pune linije) i Lanc-

zos(isprekidane linije) za(a) doping p=0 i (b) p=0.15 pri interakcijama U=6

(crvene linije) i U=10 (plave linije).
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4.6 Poređenje IPT i CT-QMC rezultata za trougaonu

rešetku

Do sada su bili predstavljeni rezultati dobijeni DMFT metodom. Ali treba napomenuti

da su korišćenja dva pristupa za rešavanje problema nečistoće IPT i CT-QMC, a u ovom

odeljku je prikazana razlika u dobijenim rezultatima. Glavna prednost IPT-a je upravo

brzina izvršavanja. Iako CT-QMC rezultate možemo dobiti sa proizvoljnom tačnošću

(povećanjem broja Monte Carlo koraka), IPT metod na višim temperaturama daje prak-

tično isto rešenje kao CT-QMC, što se i vidi u kompresibilnosti (slika 4.10) i kinetičke

energije (slika 4.11). Isto tako, gotovo da ne postoji razlika u rezultatima pri slabijoj

interakciji u opsegu ispitivanih temperatura, kako na polupopunjenoj, tako i na dopiranoj

rešetki.

(a)

Slika 4.10: Kompresibilnost za polupopunjenu rešetku izračunata iz IPT (pune linije)

i CT-QMC (tačke), pri interakcijama U = 6 (crveno) i U =10(plavo).

(a) (b)

Slika 4.11: Zavisnot kinetičke energije od temperature: IPT (pune linije) i CT-QMC

(tačke), pri interakcijama U = 6 (crveno) i U =10(plavo). za (a) polupop-

unjenu rešetku, p =0, (b) dopiranu rešetku, p = 0.15

Oba metoda direktno računaju Green-ove funkcije na imaginaranoj osi. Da bi se do-

bile transportne osobine, potrebno je izvršiti analitičko produženje na realnu frekventnu

osu. Kod rezultata dobijenih IPT metodom je pogodno koristiti Pade produženje, ali za
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funkcije, koje se dobijaju CT-QMC metodom, kod kojih dolazi do pojave šuma, metod

maksimalne entropije se pokazao uspešnim.

Prikazani su rezultati optičke provodnosti (slika 4.12) i otpornosti (slika 4.13). Opet

dolazimo do sličnih zaključaka, za manju vrednost interakcije rezultati optičke provodnosti

i otpornosti se poklapaju.

(a) (b)

(c) (d)

Slika 4.12: Optička provodnost za temperature T=1.5 i T=3, na osnovu IPT(pune linije) i

CT-QMC (tačke) rezultata. Korišćene su sledeće vrednosti interakcije i dopinga:

(a) U=6, p=0, (b) U=6, p=0.15, (c) U=10, p=0, (d) U=10, p=0.15

(a) (b)

Slika 4.13: Otpornost u zavisnosti od temperature. IPT (pune linije) i CT-QMC(tačke)

za (a) doping p=0 i (b) p=0.15 pri interakcijama U=6 (crvene linije) i U=10

(plave linije).

Međutim, na niskim temperaturama kada je U>W, IPT se ne slaže toliko dobro sa CT-
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QMC rezultatima i aproksimacija postaje neprimenljiva u datom opsegu parametara [11].

To je primećeno i u našim rezultatima. Za vrednost interakcije U=10, na polupopunjenoj

rešetki (p=0) postoje mala odstupanja na temperaturama T ≤ 0.7. Povećanjem dopinga,

p=0.15, razlika u rezultatima se povećava i prisutna je do viših temperatura, T ≤ 1.5.

Bez obzira na to IPT metod nalazimo primenljivim u slučajevima kada interakcija

nije toliko jaka, tj. dok se sistem nalazi metalnoj fazi, kao i u visokotemperaturnom i

visokofrekventnom režimu.
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Glava 5

Zaključak

Primena dinamičke teorije srednjeg polja na jako korelisne elektronske sisteme uspešno

je opisala metal-izolator prelaz, na polupopunjenoj rešetki. Takođe DMFT omogućava

i ispitivanje dopiranog sistema. U ovom radu su izračunate termodinamičke osobine

(kinetička energija, entropija i kompresibilnost), kao i transportne (optička provodnost

i otpornost) za Hubbard-ov model na trougaonoj rešetki, primenom DMFT metoda.

DMFT rezultati su upoređeni sa rezultatima dobijenim Lanczos metodom, koji uračanava

nelokalne korelacije ali je ograničen na konačnu rešetku sa najviše 16 čvorova.

Sa faznog dijagrama za Hubbard-ov model na trougaonoj rešetki, prikazanog na slici

3.5. zaključujemo da nelokalne korelacije smanjuju kritičnu interakciju za metal-izolator

prelaz i da su veoma važne na temperaturama T/t < 0.1. Da bismo utvrdili značaj

nelokalnih korelacija na T/t > 0.1, rešili smo DMFT jednačine za dve vrednosti interakcije

U = 6 i U = 10, za polupopunjeni i dopirani sistem.

Komresibilnost smo izračunali DMFT metodom i uporedili sa rezultatima dobijenim

Lanczos metodom i klaster DMFT metodom za temperature T/t > 0.1. Za umerenu

jačinu interakcije, U/t = 6, ustanovli smo malu kvantitativnu razliku u kompresibilnosti za

T . 0.7. Za jaku interakciju U/t = 10, DMFT predviđa metalno rešenje dok nelokalne ko-

relacije dovode do otvaranja energetskog procepa i nulte komresibilnosti u Lanczos rešenju,

zbog čega postoji velika razlika u rešenjima na niskim temperaturama. Proverili smo da

se Lanczos i klaster DMFT rešenje poklapaju i u ovom opsegu parametara. Na visim tem-

peraturama, T/t & 0.7, DMFT, klaster DMFT i Lanczos resenje se prakticno poklapaju,

cak i u slucaju jake interakcije U. Na primeru kompresibilnosti jasno uocavamo razliku

između trougaone i kvadratne rešetke. U režimu jakih korelacija, za U = 10 pri malom

dopiranju p, postoji značajna razlika u komresibilnosti i za više temperature od T ∼ 0.7.

Kinetička energija se veoma dobro slaže sa Lanczos rešenjem, pogotovo za slabiju

interakciju U=6. Dobijeni DMFT rezultati za entropiju linearno rastu sa temperaturom u

režimu Fermi tečnosti, na niskim temperaturama. U visokotemperturnom režimu entropija

se približava vrednosti 2 ln 2, što odgovara entropiji u atomskom limitu. Rezultati su bliski

sa rezultatima iz Lanczos rešenja, ali je potrebno uraditi detaljnije poređenje.

Izračunali smo optičku i DC provodnost iz DMFT rezultata primenom Kubo formule,

i uporedili ih sa rezultatima dobijenim Lanczos metodom na temperaturama, T/t > 1.5.
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Ustanovljano je slaganje sa Lanczos rezultatima. Poređenje na nižim temperaturama još

nije urađeno zbog poteškoća u proračunu strujnih korelacionih funkcija Lanczos metoda.

Pri rešavanju DMFT jednačina korišćena su dva metoda IPT i CT-QMC. IPT metod

je aproksimativan ali veoma brz. Takođe, korišćenjem TRIQS paketa za numeričke sim-

ulacije, implementirano je rešenje IPT jednačina u programskom jeziku Python. Za reša-

vanje DMFT jednačina CT-QMC metodom, iskorišćen je CT-HYB kod, koji je javno

dostupan u okviru TRIQS paketa. Uporedili smo Green-ove funkcije i različite opservable

na temperaturama T > 0, 1. Utvrdili smo da se rezultati u ovom opsegu temperatura

dobro slažu osim na niskim temperaturama u blizini metal-izolator prelaza. Pored brzine

izvršavanja koda, IPT metod ima prednost jer analitičko produženje na realno-frekventnu

osu može da se uradi veoma precizno Pade metodom, dok za Green-ove funkcije dobi-

jene CT-QMC metodom, mora se koristiti metod maksimalne entropije, zbog numeričkog

šuma, što unosi određenu nepreciznost u rezultate za provodnost.
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Dodatak A

Atomski limit Hubbard-ovog modela

Jedan od važnih limita Hubbard-ovog modela je atomski limit u kome elektroni postaju

lokalizovani na sajtovima rešetke. Tada jedan sajt može biti prazan, okupiran sa jednim ili

dva elektrona pri čemu su svojstvena stanja: |0〉 |↑〉, |↓〉, |↑↓〉. Kako elektroni ne mogu da

prelaze sa sajta na sajt, hoping parametar postaje jednak nuli (t=0), [22] dok Hubbard-ov

hamiltonijan dobija sledeći oblik:

H = U
∑
i

ni↑ni↓ (A.0.1)

Ukoliko se uvede hemijski potencijal µ i broj čestica N , u velikom kanonskom ansamblu

definišemo:

K = H − µN = H − µ
∑
i

(ni↑ + ni↓) (A.0.2)

Na osnovu fermionskih antikomutacionih relacija važi, 〈dd†〉+ 〈d†d〉 = 1, odnosno 〈d†d〉 =

〈n〉 i 〈dd†〉 = 1− 〈n〉. Srednje vrednosti u velikom kanonskom ansamblu su:

〈d↑d†↑〉 = 1
Z
Tr(e−βK̂d↑d†↑)

= 1
Z
〈0|d↑|↑〉〈↑|d†↑|0〉+ eβµ

Z
〈↓|d↑|↑↓〉〈↑↓|d†↑|↓〉

= 1
Z

[1 + eβµ] = 1− 〈n↑〉

〈d†↑d↑〉 = 1
Z
Tr(e−βK̂d†↑d↑)

= eβµ

Z
〈↑|d†↑|0〉〈0|d↑|↑〉+ eβ(2µ−U)

Z
〈↑↓|d†↑|↓〉〈↓|d↑|↑↓〉

= 1
Z

[eβµ + eβ(2µ−U)] = 〈n↑〉

(A.0.3)

Sada možemo da izračunamo Green-ovu funkciju u atomskom limitu:

Gσ(τ) = −〈dσ(τ)d†σ(0)〉 = −〈d↑(τ)d†↑(0)〉

= − 1
Z
Tr(e−βK̂eK̂τd↑e−K̂τd†↑)

= − 1
Z

[eµτ + eβµ+τ(µ−U)]

(A.0.4)

Furije transformom prelazi se u Matsubara reprezentaciju. Znajući da je eiωnβ = −1 dobija

se sledeće:

Gσ(iωn) =
∫ β

0
dτeiωnτGσ(τ) = 1

Z

eβµ + 1
iωn + µ

+ 1
Z

eβµ + e(2µ−U)β

iωn + µ− U
(A.0.5)
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Poređenjem sa jednačinama A.0.3 Green-ovu funkciju u atomskom limitu postaje egzaktna

i nezavisna od momenta k:

Gatom(iωn) = 1− 〈n〉
iωn + µ

+ 〈n〉
iωn + µ− U

(A.0.6)

Dakle, kako ništa ne zavisi od disperzije energije po k Green-ova funkcija rešetke (jed-

načina 2.1.3) je jednaka lokalnoj Green-ovoj funkciji, gde sada figuriše sopstvena energija

atomskog limita Σatom(iωn):

Gatom(iωn) = 1
iωn − εf − Σatom(iωn) (A.0.7)

Odnosno, ukoliko izrazimo sopstvenu energiju, dobija se:

Σatom(iω) = Un+ n(1− n)U2

iω + µ− (1− n)U (A.0.8)

Fizički gledano, dobijeni rezultat za Green-ovu funkciju (A.0.6) kaže da ukoliko je pop-

unjenost elektrona spina |↑〉, n, tada će njegova energija biti −µ+U , a energija elektrona

u stanju |↓〉 je jednaka −µ. Da bi se dobio simetričan slučaj, na polupopunjenoj rešetki

n = 1
2 , vidi se da hemijski potencijal uzima konstantnu vrednost µ = U

2 . Ukoliko je t 6= 0,

ali U/t >> 1, tada je sistem u izolatorskoj fazi, a spektralna funkcija se sastoji od dva šira

pika na energijama ±U
2 , razdvojenih gap-om.
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Dodatak B

Sopstvena energija u drugom redu

teorije perturbacije

Da bi se Iterativna Perturbativna teorija primenila za proizvoljnu popunjenost rešetke,

sopstvena energija se aproksimira ansatz-om (3.1.1), gde su nepoznati parametri A i B.

Oni će biti određeni na osnovu visokofrekventnog i atomskog limita sopstvene energije

Σ(iωn). [9][10]

U drugom redu teorije perturbacije Σ(2)
0 = U2G2

0(τ)G0(−τ), odnosno izraženo preko

spektralnih funkcija A0(ε) = − 1
π
G0(ε)

Σ(2)
0 (iωn) =U2

∫
dε1dε2dε3

A0(ε1)A0(ε2)A0(ε3
ω + ε1 − ε2 − ε3) ·(

f(ε1)f(ε2)f(−ε3) + f(−ε1)f(−ε2)f(ε3)
) (B.0.1)

gde je Fermi funkcija definisana kao: f(ε) = 1
eβε+1 . Popunjenost koja odgovara pomoćnoj

Green-ovoj funkciji G0 je n0 =
∫
dεA0(ε)f(ε).

Na osnovu ovoga se dobija Σ(2)
0 u fisoko frekventnom limitu (ω →∞):

Σ(2)
0hf (iωn) = U2n0(1− n0) 1

iω
(B.0.2)

kao i u atomskom limitu (εi → εf = −µ0),

Σ(2)
0atom(iωn) = U2n0(1− n0) 1

iω + µ0
. (B.0.3)

Računanje konstante A

Korišćenjem spektralne reprezentacije Green-ove funkcije moguće je odrediti visokofrek-

fentni limit:

G(z) =
∫
dω

ρ(ω)
z − ω

=
∫
dω

ρ(ω)
z(1− ω

z
) =

∑ µn
zn+1 , (B.0.4)

gde µn predstavlja spektralni moment: µn =
∫
dωρ(ω)ωn.

Može se pokazati, polazeći od Hajzenbergove jednačine kretanja da je:

µn = 〈{F ndkσ, d
†
kσ}〉 (B.0.5)

gde je Fdkσ = [dkσ, K], K = H−µN , pri čemu je H Hubbard-ov Hamiltonijan (2.1.1). Za
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našu aproksimaciju biće nam dovoljna prva tri momenta:

µ0 = 1

µ1 = 〈{[dkσ, K], d†kσ}〉 = (εk − µ) + Unkσ

µ2 = 〈{[[dkσ, K], K], d†}〉 = (ε− µ)2 + 2Un(ε− µ) + U2n

(B.0.6)

Green-ova funkcija se zatim može prikazati u obliku neprekidnih frakcija kao:

G(k, iω) = α1

iω + α2
1+ α3

iωn+..

= α1

iω + α2 − α2α3
iω

(B.0.7)

Nakon nekoliko transformacija dobijamo:

G(k, z) = α1

z + α2
1+ α3

z+..

= α1

z + α2(1− α3
z

+ (α3
z

)2 + ...)

= α1

z
(1− α2

z
+ α2α3 + α2

2
z2 + ...) = µ0

z
+ µ1

z2 + µ2

z3

(B.0.8)

Tako da konačno dobijamo tražene parametre:

α1 = µ0 = 1

α2 = −µ1 = −((ε− µ) + Un)

α3 = µ2 − µ2
1

−µ1
= −U2n(1− n)

(B.0.9)

Zamenom parametara u B.0.7 i poređenjem sa opštim oblikom Green-ove funkcije rešetke

2.1.3, za self energiju dobijamo:

Σ(iωn) = Un+ U2n(1− n) 1
iω

+O(( 1
iω

)2) (B.0.10)

Konačno, zamenom visokofrekventnog limita Σ(2)
0 (B.0.2) u ansatz i poređenjem sa

prethodno dobijenim izrazom sopstvene energije B.0.10, određuje se konstanta A:

Σ(iωn) = Un+ U2n0(1− n0) A
iω

= Un+ U2n(1− n) 1
iω

A = n(1− n)
n0(1− n0)

(B.0.11)

Računanje konstante B

Parametar B je odabran tako da daje korektnu sopstvenu energiju u atomskom limitu.

Kako su već izračunate i sopstvena enerija Σatom(iω) (jednačina A.0.8), i Σ(2)
0atom(iωn)

(jednačina B.0.3), direktno će biti zamenjeni u ansatz.

Un+
n(1−n)
n0(1−n0)Σ

(2)
0 (iωn)

1−BΣ(2)
0 (iωn)

= Un+ n(1− n)U2

iω + µ− (1− n)U (B.0.12)

odakle se dobija i vrednost konstante B:

B = (1− n)U + µ0 − µ
n0(1− n0)U2 (B.0.13)
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Dodatak C

Računanje broja popunjenosti n

Jedan od važnih koraka pri realizaciji Iterativne perturbacione terorije je računanje

broja popunjenosti rešetke n = G(τ = 0−). Furije transformom se može preći na osu u

imaginarnom vremenu i time odrediti vrednost broja n:

n = 1
β

∑
n

e−iωn0−G(iωn) (C.0.1)

Ono što predstavlja problem je kako numerički tretirati ovaj izraz. Green-ova funkcija

ima zavisnost kao 1
iωn

i suma sporo konvergira. Da bi se izbeglo, memorisanje takvih

članova poslužićemo se trikom, u kome ćemo dodati se i oduzeti član 1
iωn

od Green-ove

funkcije. [23] Takođe, ukoliko se iskoriste osobine Green-ove funkcije G(−iωn) = G∗(iωn)

račun se pojednostavljuje činjenicom da je realni deo parna <G(iωn) = <G(−iωn), a imag-

inarni deo Green-ove funkcije neparna funkcija =G(iωn) = −=G(−iωn). Time se dobija

sledeće:

n = 1
β

∑
n

e−iωn0−(G(iωn)− 1
iωn

) + 1
β

∑
n

e−iωn0− 1
iωn

= 1
β

∑
n

(cos(−ωn0−) + isin(−ωn0−))(G(iωn)− 1
iωn

) + 1
β

∑
n

e−iωn0− 1
iωn

= 2
β

∑
n≥0
<G(iωn) + 1

β

∑
n

e−iωn0− 1
iωn︸ ︷︷ ︸

1
2

(C.0.2)

U prvom članu je sumirano samo po pozitivnim frekvencama i kako je uklonjen vi-

sokofrekventni rep Green-ove funkcije imaginarni delovi će se poništiti. Drugi član je

konačan i korišćenjem Košijeve integralne formule se može pokazati da je jednak 1
2 .

1
β

∑
n

1
iωn

e−iωnτ =
∫ dz

2πi


f(−z)1

z
e−zτ , 0 < τ < β.

−f(z)1
z
e−zτ , −β < τ < 0.

(C.0.3)

Kako nas interesuje drugi slučaj za τ < 0, izračunaćemo samo njega, pri čemu će se

prvi rezultat razlikovati do na znak. Ako dalje parametrizijumo jednačinu u kompleksnoj

ravni kao z = r(cos(ω) + i sin(ω)), dok je η mali parametar koji tezi 0. Integral po celoj

konturi je jednak zbiru integrala po konturama C, poluprečnika R i C0, poluprečnika r

(slika C.1). U limitu R→∞ i r → 0, integral će imati doprinos samo od konture manjeg

poluprečnika.
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∫
− dz

2πif(z)1
z
e−zη = −1

2πi lim
r→0

∫ −π
π

ieηr(cos(ω)+i sin(ω))

1 + eβr(cos(ω)+i sin(ω))dω

= −1
2πi

∫ −π
π

i

1 + 1 = +1
2

(C.0.4)

Slika C.1: Odabir konture za izračunavanje kompleksnog integrala
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Dodatak D

Računanje energije

Da bi se numerički izračunala energija sistemaE(T ) = 1
β

1
N

∑
n,k(iωn+εk+µ)Gk(iωn)e−iωn0− ,

na Matsubara osi, potrebno je na sličan način kao u dodatku C transformisati dati izraz.

Zamenom Gk(iωn) energija postaje:

E(T ) = 1
β

1
N

∑
n,k

e−iωn0− + 1
β

1
N

∑
n,k

(2εk)Gk(iωn)e−iωn0−

+ 1
β

1
N

∑
n,k

Σ(iωn)Gk(iωn)e−iωn0−
(D.0.1)

Prvi član je jednak nuli [17]:

∑
n

e−iωn0− =
∑
n≥0

e−iωn0− +
∑
n≥0

eiωn0− =
∑
n≥0

2isin(iωn0−) = 0 (D.0.2)

U drugom članu, situacija je ista kao kod broja popunjenosti. Visoko frekventni limit

Green-ove funkcije je 1
iωn

, dok treći član konvergira kao Σ(iωn)G(iωn)→ (Un+U2 n(n−1)
iωn

) 1
iωn
≈

Un
iωn

. Dakle, visokofrekventni izrazi će biti dodati i oduzeti.

E(T ) = 1
β

1
N

∑
n,k

2εk(Gk(iωn)− 1
iωn

)e−iωn0− + 1
β

1
N

∑
n,k

2εk
iωn

e−iωn0−

+ 1
β

∑
n

(G(iωn)Σ(iωn)− Un

iωn
)e−iωn0− + 1

β

∑
n

Un

iωn
e−iωn0−

(D.0.3)

Na kraju se umesto sume po k, prelazi na integral po energijama, gde je ρ(ε) neinter-

agujuća gustina stanja rešetke:

E(T ) = 2
β

∑
n≥0

∫
dερ(ε)<( 2ε

iωn − ε+ µ− Σ(iωn) −
1

ßωn
) +

∫
dερ(ε)ε (D.0.4)

+ 2
β

∑
n≥0
<(G(iωn)Σ(iωn)− Un

iωn
) + Un

2 (D.0.5)

35



Dodatak E

Kubo formula za optičku provodnost

Izvođenjem Kubo formule za optičku provodnost, pokazaćemo da ona optička provod-

nost može biti izražena preko korelacione funkcije struje j. [2] Neka je dat sistem opisan

Hamiltonijanom H i neka je na njega primenjeno spoljašnje polje opisano Hamiltonijanom

Hext, koji je i vremenski zavistan. Tako da Sredingerova jednačina zavisi samo od spol-

jašnjeg polja koje deluje na sistem: i ∂
∂t
|ψH(t)〉 = Hext(t)|ψH(t)〉

Integraljenjem jednačine dobijamo stanje sistema u trenutku t, pri čemu smatramo da

se početno stanje sistema nalazi u osnovnom stanju daleko u beskonačnosti.

|ψH(t)〉 = |ψH(t)〉 − i
∫ t

−∞
dt
′
Hext(t

′)|ψH(t)〉 (E.0.1)

S druge strane, definišimo očekivanu vrednost operatora j u stanju |ψH(t)〉

O(r, t) = 〈ψH(t)|o(t)|ψH(t)〉 = 〈o(t)〉 − i
∫ t

−∞
dt
′〈[o(t, r), Hext(t

′)]〉 (E.0.2)

Takođe u reprezentaciji druge kvantizacije, operator struje i hamiltonijan primenjenog

polja su:

j(r, t) = − e

2m
∑
σ

∫
drψ†σ(O− eA(r)ψ(r) (E.0.3)

Hext = − e2

2m
∑
σ

∫
drψ†σOψ(r)A(r) (E.0.4)

Sve što je do sada uvedeno, je kako bi se našla očekivana vrednost operatora J.

J = 〈j〉 − i
∫ t

−∞
dt
′〈[j(t, r), Hext(t

′)]〉 (E.0.5)

U ovom izrazu, zadržavamo samo linearne članove po vektorskom potencijalu,

J =
∫
dt
′
dr
′Π(r, r′ , t− t′)A(r′ , t′)− e2

m
n(r)A(r) (E.0.6)

i uvodimo korelacionu funkciju Π(r, r′) = θ(t − t′)〈[j(r), j(r′)]〉 Operator struje j se deli

na dva dela, paramagnetni i dijamagnetni odgovor sistema, a pri određivanju optičke

provodnosti zanimaće nas samo paramagnetni član.

Kako je E(r, t) = − ∂
∂τ

[A(r, ω)e−iωt] = iωA(r, ω)e−iωt, odnodno E(r, ω) = iωA(r, ω),

dobija se konačan izraz u kome prepoznajemo optičku provodnost (~j = σ ~E)

J(r, ω) = − 1
iω

[ ∫
dr
′Π(r, ω, t− t′)E(r′ , ω)− e2

m
n(r)E(r, ω)

]
(E.0.7)
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Na kraju se prostornim Furije transformom dobija izraz za optičku provodnost, odnosno

Kubo formula,koja je iskorišćena kao polazna tačka u određivanju optičke provodnosti na

rešetki.

σ(q, ω) = 1
iω

[
Π(q, ω)− ne2

m

]
(E.0.8)
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