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1 Uvod

Kvantni Holov efekat (KHE) je jedan od primera kvantnih fenomena koji se pojavljuju na
makroskopskim skalama. Od kako je otkriven 1980. godine predmet je velikog interesovanja
u nauénim krugovima. KHE je otvorio mnoge probleme i rasvetlio mnoge znacajne aspekte
kvantne fizike i produbio nase razumevanje interagujué¢ih sistema. Doveo je do formiranja novih
teorijskih koncepata kao i do uspostavljanja novog metroloskog standarda, kvanta otpornosti
h/e?, koji sadrzi samo fundamentalne konstante.

U poslednjih dvadeset godina mnogo paznje je ukazano elektronskim svojstvima niskodimen-
zionih sistema u fizici kondenzovane materije. Primer za to su dvodimenzioni elektroni i supljine
u poluprovodnickim uredajima, mezoskopske heterostrukture sastavljene od tankih metalnih, su-
perprovodnih i/ili feromagnetnih filmova, zatim kvantne Zice i kvantne tacke. Zanimanje za takve
sisteme dolazi uglavnom zbog ¢injenice da potpuno novi kvantni efekti dolaze do izrazaja kako
se dimenzionalnost sistema smanjuje. Kvantne osobine takvih sistema su standardno opisane
Sredingerovom jednacinom po kojoj se kvazicestice ponasaju nerelativisticki sa konacnom efek-
tivnom masom. Nedavno je zapocelo veliko interesovanje za sasvim drugaciju klasu sistema fizike
kondenzovane materije u kojima je dinamika nosilaca naelektrisanja odredena Dirakovom jed-
na¢inom sa nultom efektivnom masom nosilaca. Takav sistem je prvi primer istinski dvodimen-
zionog sistema - grafen, jedan jedini sloj atoma ugljenika uredenih u Sestougaonu resetku. Ubrzo
po dobijanju prvih uzoraka otkrivene su brojne jedinstvene elektri¢ne, hemijske i mehanicke os-
obine grafena. Primer su vrlo neuobicajeni polucelobrojni kvantni Holov efekat i Berijeva faza
7, §to nedvosmisleno ukazuje na postojanje Dirakovih fermiona u grafenu i izdvaja ga u odnosu
na uobicajene dvodimenzione elektronske sisteme sa kona¢nom masom nosilaca. Ispostavlja se
da nosioci naelektrisanja poseduju dodatni unutrasnji stepen slobode sli¢an kiralnosti ultrarel-
ativistickih elementarnih Cestica. Na taj nacin je grafen postao neocekivana spojnica izmedu
fizike ¢vrstog stanja i kvantne elektrodinamike omoguéivsi da kvantno-relativistcki fenomeni, od
kojih su neki neuocljivi u eksperimentima fizike visokih energija, sada mogu biti oponagani i
provereni u skromnim eksperimentima. Ubrzo nakon dobijanja jednoslojnog, postalo je moguce
dobiti i vigeslojni grafen. Dvoslojni grafen se takode pokazao punim iznenadenja. Njegovi nosioci
predstavljaju potpuno nov i kontroverzan tip Cestica - masene kiralne fermione koji ne postoje
u KED. Kao posledica toga uocen je i tre¢i tip KHE - celobrojni, ali bez platoa na nuli, kao
i Berijeva faza 27 sa netrivijanim posledicama. Kombinacija jednoslojnog i dvoslojnog grafena
omogucava da se uvidi koje osobine zavise od (bez)masenosti nosilaca, a koje od kiralnosti.

U drugom poglavlju dat je pregled KHE, zajedno sa Laflinovim argumentom i ulogom
topologije u kvantizaciji Holove provodnosti. Poseban odeljak posvecten je Berijevoj fazi ko-
jom se moze objasniti uo¢eni KHE u grafenu. Trec¢e poglavlje sadrzi upoznavanje sa grafenom i
izlaganje uocenog neuobic¢ajenog KHE u jednoslojnom grafenu. KHE je rasvetljen razmatranjem
elektronske strukture jednoslojnog grafena (sa naglaskom na KED opisu) i Landauovih nivoa.
Poseban osvrt na KHE je dat iz perspektive Berijeve faze. Dvoslojnom grafenu i njegovoj os-
obenoj elektronskoj strukturi i uo¢enom KHE posvecena je paznja u ¢etvrtom poglavlju. Takode
su dobijeni Landauovi nivoi i dato objasnjenje KHE preko Berijeve faze.



2 Kvantni Holov efekat

Kvantni Holov efekat je uo¢en na niskim temperaturama (< 4 K) u visoko pokretnom dvodi-
menzionom elektronskom gasu (2DEG) smestenom u jako normalno magnetno polje (tipi¢no,
B ~1—-30T). 1980. godine von Klicing, Dorda i Peper [1] uoéili su da je Holova provodnost
takvog sistema celobrojni umnozak kvanta provodnosti e?/h (slika 2.1). Dve godine kasnije
su Tsui, Stormer i Gosard [2] otkrili da na nizim temperaturama i u ¢istijim uzorcima Holova
provodnost moze uzimati i frakcione vrednosti e?/h. Sistem koji odgovara 2DEG eksperimen-
talno se ostvaruje na spoju poluprovodnika i izolatora ili na spoju dvaju razli¢itih poluprovod-
nika.
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Slika 2.1: Podaci transportnih merenja za celobrojni kvantni Holov efekat: longitudinalna ot-
pornost p,,, i Holova otpornost p,,, u funkciji magnetnog polja B za uzorak GaAs-AlGaAs niske
pokretljivosti nosilaca.

Eksperimentalna postavka je shematski prikazana na slici 2.2. Naponska razlika V. ostvarena
duz uzorka pokrece elektriénu struju I, u z-pravcu. Usled postojanja normalnog magnetnog
polja B, pod dejstvom Lorencove sile nastaje Holova struja I, u y-pravcu. Veza medu velici-
nama I, i V, odreduje Holovu provodnost. Preciznije, kljucne veli¢ine koje nas zanimaju su
komponente 0., i 04y tenzora provodnosti:

&= <U” Umy) , (2.1)

Oyxr Ozxzx

koji je odreden relacijom I = 6V, gde su I = (I,,[,)T i V = (V;, V)T (04x = 0y usled
simetrije). Inverz p = 6! odreduje tenzor otpornosti V.= pI. Za komponente Pay (Ozy)
uobicajeni su nazivi Holova otpornost (provodnost). Da bi se kvantni Holov efekat bar kao
pojava razumeo vrlo je vazno imati na umu tenzorsku prirodu provodnosti i otpornosti. Naime,
ukoliko je p,, # 0 i longitudinalna otpornost p,, = 0, tada je i longitudinalna provodnost
ozz = 0, za razliku od neogranic¢enog rasta ., u slu¢aju da su pomenute veli¢ine skalari.



Slika 2.2: Shematski prikaz eksperimentalne postavke za merenje kvantnog Holovog efekta.

U kontekstu KHE, prirodne jedinice za fluks magnetnog polja i duzinu su, respektivno, kvant
fluksa ¢, i magnetna duzina /g definisani izrazima:

h | R
Q=1 lp= B (2.2)

Magnetna duzina je stoga odredena uslovom da je fluks ¢ magnetnog polja B kroz povrsinu kruga
polupre¢nika [p jednak jednom kvantu ¢,. Veli¢ine koje se nuzno pojavljuju u razmatranju
su i broj elektrona u 2DEG uzorka N i njihova koncentracija n. Za analizu i bolji uvid u
eksperimentalne rezultate uvodi se faktor popunjenosti (ili jednostavno popunjenost) v slede¢im
izrazom:

N nh
¢/dg e|Bl’
koji je bezdimenziona mera gustine 2DEG u magnetnom polju i zapravo predstavlja broj elek-
trona po kvantu fluksa magnetnog polja kroz povrsinu uzorka. Ispostavlja se da v odgovara i
broju popunjenih Landauovih nivoa (otuda i naziv popunjenost).
Eksperiment nam govori da je sasvim pogresno govoriti o KHE kao o jednoj pojavi. Tre-
balo bi zapravo govoriti o kvantnim Holovim efektima - ¢itavom dijapazonu veoma razlic¢itih po-

1%

(2.3)

kvantni Holov efekat. Da bi se stekao utisak o raznolikosti pojava, na slici 2.3 su prikazani odgo-
varajuci eksperimentalni podaci. Slika prikazuje Holovu otpornost p,, (gornja neopadajuca
kriva) i longitudinalnu otpornost p,, (donja kriva veoma nepravilnog oblika) dvodimenzionog
elektronskog gasa dobijenog na heterospoju GaAs-AlGaAs kao funkciju primenjenog normalnog
magnetnog polja. Umesto klasi¢no oc¢ekivane i nimalo zanimljive Drudeove linearne zavisnosti
Pzy(B) = B/(ne) i priblizno konstantne zavisnosti p,,(B) uocavaju se krive sa veoma bogatom
strukturom.

Detaljnijim udubljivanjem u podatke moze se uociti nekoliko karakteristi¢nih podstruktura.
Pri slabim magnetnim poljima javljaju se oéekivane Subnikov—de Hazove oscilacije. Sa povecan-
jem polja za njima slede platoi u p,, = h/ (ve?) (koji su glavna karakteristika KHE) pri vred-
nostima polja koja odgovaraju frakcionim popunjenostima v € Q zbog cega je KHE u tom
slucaju i dobio epitet "frakcioni". Medu njima se posebno izdvajaju platoi za celobrojne popun-
jenosti v € N'i takav KHE ima poseban naziv "celobrojni". Platoi u p,,, su prateni dramati¢nim
padom longitudinalne otpornosti p,, koja je bitno velika samo prilikom prelaska medu platoima.
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Slika 2.3: Podaci transportnih merenja za kvantni Holov efekat: longitudinalna otpornost p,, i
Holova otpornost p,, u funkciji magnetnog polja B za uzorak GaAs-AlGaAs visoke pokretljivosti
nosilaca. Uocljiva je pojava celobrojnog i frakcionog KHE. Podaci su dobijeni na temperaturi
T = 85mK za uzorak gustine nosilaca 3 x 10tem=2 i pokretljivosti 1.3 x 10%cm?/Vs.

Prethodne ¢injenice se mogu objediniti u iskaz da za skoro sve pomenute vrednosti v, pri 7" — 0,
tenzor provodnosti 2DEG ima oblik:

6= (_VSQ I ”e?)/ h) . (2.4)

Kao sto je napomenuto, usled tenzorske prirode otpornosti i provodnosti p,.,, i 0z; se anuliraju
istovremeno. Dalje, porast od platoa do narednog platoa kao funkcija temperature opisan je
odredenim dobro definisanim stepenim zakonom §to ukazuje na fazni prelaz drugog reda - kvantni
Holov prelaz na 7' = 0. Slabije uocljiva je druga generacija Subnikov-de Hazovih oscilacija pri
v = 1/2. Na kraju, ispostavlja se da postoje izvesna pravila u frakcionim vrednostima v za koje
su uoceni platoi. Naime, odsustvuju platoi za neke male razlomke kao §to je npr. 1/4. Skup
razlomaka za koje je KHE uocen poznat je pod nazivom "kvantna Holova hijerarhija". Efekat
presudno zavisi od v ~ n/ | B| $to ukazuje da je odnos koncentracije elektrona i ja¢ine magnetnog
polja centralan za fiziku KHE.

Moze se postaviti pitanje zasto se kvantni Holov efekat javlja bas u dvodimenzionim sis-
temima? Poznato je da za otpornost p i otpor R klasi¢nog sistema oblika hiperkocke dimenzije
d i duzine stranice L, vazi veza R = pL?>~®. U dve dimenzije se stoga ove dve veli¢ine podu-
daraju. To ima za posledicu da se pri prelasku sa otpornosti koju odreduju mikroskopske teorije
na eksperimentalno mereni otpor ne pojavljuju veli¢ine odredene geometrijom uzorka. Izmedu
ostalog to povlaci da nije potrebno meriti fizicke dimenzije uzorka sa preciznoséu od 10719 da
bi se dobila provodnost sa istom. Ispostavlja se da, budu¢i da je disipacija skoro nula u rezimu
u kome se ostvaruje kvantni Holov efekat, ¢ak ni oblik uzorka ni lokacija prikljucaka za merenje
Holovog napona ne uti¢u na rezultat merenja.



Kvantizacija Holove provodnosti je izuzetno precizna. U sluc¢aju celobrojnog KHE pokazano
je da von Klicingova konstanta definisana kao Rx = ypxy(y), gde je v popunjenost koja odgo-
vara platou, ne zavisi od izbora platoa, vrste uzorka i ostalih promenljivih (u odgovarajué¢im
granicama) sa preciznoséu od bar 3.5 x 10710, Pitanje ta¢nosti kvantizacije, tj. da li je Ry
tacno h/e?, je znatno suptilnije. Da bi se na to dao odgovor potrebno je poredenje nezavisnih
merenja Ry i h/e?. Ispitivanja su potvrdila da je Rx jednako h/e? ~ 25812.807¢) sa tacnostu
od najmanje 10~7. Egzaktna jednakost Rx = h/e? ima znacajne posledice. Buduéi da je brz-
ina svetlosti ¢ egzaktno definisana veli¢ina merenje Ryg omogutava odredivanje konstante fine
strukture o = €2/ (4mweghc), sa greskom manjom od 3 x 1078, Sa druge strane, o se moze odrediti
iz merenja anomalije magnetnog momenta elektrona a, =¢g—2 (g je ziromagnetni odnos elek-
trona) pod pretpostavkom ispravnosti teorijskih izra¢unavanja ove veli¢ine u okvirima kvantne
elektrodinamike (KED). Pitanje tacnosti KHE je stoga blisko povezano sa tacnoséu KED! Zbog
izuzetne preciznosti KHE se danas koristi kao laboratorijski standard za otpor.

2.1 Celobrojni efekat

Teorija kvantnog Holovog efekta bavi se fizickim svojstvima dvodimenzionog elektronskog sis-
tema u limitu u kome je magnetno polje tako jako da mesanje Landauovih nivoa usled potenci-
jala uzrokovanog neuredenostima i necistocama ili usled potencijala elektron-elektron interakcije
moze biti smatrano slabom perturbacijom. Ovakav limit se oznacava kao kvantni Holov rezim.
Kvalitativno, fizicka svojstva tada zavise samo od odnosa potencijala neuredenosti i potenci-
jala elektron-elektron interakcije. Takvi sistemi imaju neobic¢ne i zanimljive osobine jer nema
energijske skale pridruzene odgovaraju¢em ¢lanu u jednocesticnom hamiltonijanu koji bi pred-
stavljao osnovu za perturbativni ra¢un. Primeri energijske skale su 8irina elektronskih traka u
periodi¢nom potencijalu kristala i Fermijeva energija elektronske te¢nosti u odsustvu magnetnog
polja. Neuredenost ili interakcije, ili u op$tem sluc¢aju oba efekta, moraju biti uracunati korigéen-
jem nekog neperturbativnog pristupa. Ni interakcije ni neuredenost ne mogu se uvek smatrati
slabim. Ono §to je bitno je zapravo odnos njihovih energijskih skala. Limit mnogo jaceg po-
tencijala neuredenosti odgovara celobrojnom kvantnom Holovom rezimu, dok limit mnogo jaceg
potencijala elektron-elektron interakcije odgovara frakcionom kvantnom Holovom rezimu. Usled
toga dati uzorak moze biti u celobrojnom kvantnom Holovom rezimu pri jednoj ja¢ini magnetnog
polja i u frakcionom rezimu pri drugoj jacini polja. Da bi se dalo objasnjenje celobrojnog KHE
nije neophodno uzeti u obzir elektron-elektron interakcije, koje igraju kljuénu ulogu u objasn-
jenju frakcionog KHE.

Za pocetak treba razmotriti najjednostavniji idealizovani sluc¢aj 2DEG bez neuredenja i u
aproksimaciji nezavisnih elektrona. Orbitalna dinamika elektrona naelektrisanja —e < 0 i efek-
tivne mase m* u zy-ravni u normalnom uniformnom magnetnom polju B = Be, (B > 0) opisana
je hamiltonijanom:

2
. &
5 (—iV + ﬁA)2, (2.5)

gde je A = (A,, Ay) vektorski potencijal koji zadovoljava B = 0,4, — 0,A,. Svojsvene energije
su dobro poznate:

H =

1
By =lhw(n+g), n=012. ., (2.6)

pri ¢emu je w. = eB/m* ciklotronska frekvenca. Pri pisanju hamiltonijana (2.5) ignorisan je spin
elektrona. To se moze uciniti ukoliko je Zemanovo cepanje mnogo manje od hw,. §to jeste slucaj



za magnetna polja koja se koriste u ispitivanju KHE. Dobijeni nivoi poznati su pod nazivom
Landauovi nivoi. Degeneracija svakog od Landauovih nivoa jednaka je broju kvanata fluksa kroz
povrsinu uzorka ¢/¢, i sledi iz komutiranja datog hamiltonijana (2.5) sa operatorima magnetnih
translacija. Na taj nacin, gustina stanja po Landauovom nivou je ng = B/¢, = eB/h, §to je
ve¢ napomenuto pri uvodenju faktora popunjenosti v. Ukoliko posmatramo vigecesti¢ni problem
neophodno je uzeti u obzir kinematicku korelaciju medu elektronima usled njihove fermionske
prirode. Rezultat ove jednostavne analize je da spektar 2DEG u magnetnom polju nema procepa
osim pri gustinama elektrona koje odgovaraju celom broju popunjenih Landauovih nivoa, v € N.

U odsustvu nesavrgenosti i na 7' = 0, dvodimenzioni elektronski gas je translatorno invari-
jantan. U slucaju potpune popunjenosti odredenog broja Landauovih nivoa Holova provodnost
takvog sistema mora biti kvantovana tj. celobrojni umnozak kvanta e?/h. Za translatorno in-
varijantni sistem, ¢ija su svojstva ista u svim inercijalnim referentnim sistemima, moze se dati
sledet¢i argument u prilog tome. Neka je spoljasnje magnetno polje B normalno na ravan uzorka
i neka je spoljagnje elektri¢no polje E paralelno uzorku. Dalje, neka je popunjenost Landauovih
nivoa v ceo broj. To znaci da je gustina elektrona n = veB/h. Povezivanjem sistema za izvore
elektrona dolazi do uspostavljanja struje. Posmatrano iz referentnog sistema koji se u odnosu
na laboratorijski kre¢e brzinom v = E x B/B? elektri¢no polje is¢ezava. Posto u tom slucaju
u pokretnom sistemu nema posebno fizicki izdvojenog pravca, ne moze biti ni struje. Tada je
struja u laboratorijskom sistemu j = —nev. Sledi da je Holova provodnost translatorno invari-
jantnog sistema linearna funkcija odnosa koncentracije elektrona i ja¢ine magnetnog polja n/B
tj. o2y =ne/B (i uz to 04 = 0). Za popunjen ceo broj Landauovih nivoa Holova provodnost
zaista je celobrojni umnozak kvanta provodnosti tj. oy = ve? /h. Medutim, ovaj argument
ne moze da objasni ¢injenicu da uopste postoje platoi u Holovoj provodnosti niti izvanrednu
preciznost kvantizacije. Naime, u eksperimentu se mogu menjati gustina elektrona ili jacina
spoljagnjeg magnetnog polja. U bilo kom od tih slu¢ajeva, hemijski potencijal p (tj. Fermijeva
energija) mora da lezi izmedu Landauovih nivoa da bi izvesni Landauov nivo bio potpuno pop-
unjen i slede¢i potpuno prazan. Kako se n povec¢ava (pri nepromenjenom B), hemijski potencijal
trpi skokove od jednog do drugog Landauovog nivoa. Pri tome zadrzava vrednost jednaku en-
ergiji Landauovog nivoa sve dok traje popunjavanje tog nivoa. To ukazuje da bi o, trebalo da
bude monotono rastuc¢a funkcija n, bez platoa.

2.2 Uloga neuredenja

Kao sto smo videli KHE odsustvuje u translatorno invarijantnom sistemu. Zato je prisustvo
necisto¢a i neuredenosti koje narusavaju translatornu invarijantnost od kljuénog znacaja za
postojanje KHE. Objasnjenje opazanja platoa u 0., upravo ukljuc¢uje prisustvo necistoca i
neuredenja kao i stanja na granici uzorka. Paradoksalno je da ekstremna univerzalnost trans-
portnih svojstava u rezimu koji odgovara kvantnom Holovom efektu nastaje usled, pre nego
uprkos, slu¢ajnom neuredenju i nekontrolisanim nesavrgenostima neizbezno prisutnim u uzorku.
Andersonova lokalizacija u prisustvu neuredenja igra osnovnu ulogu u kvantizaciji otpornosti i
ona se bitno menja u snaznom magnetnom polju. Sto se preciznosti kvantizacije tice, ispostavilo
se da su za neverovatnu preciznost kvantizacije odgovorna topoloska svojstva kvantnih stanja
sistema.

Razlog monotonog porasta Holove provodnosti idealnog sistema je ¢injenica da se hemijski
potencijal skokovito menja sa jednog Landauovog na naredni kako se nivoi jedan za drugim
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Slika 2.4: Gustina stanja 2DEG u magnetnom polju i u prisustvu neuredenosti. Landauovi nivoi
se §ire u trake. Uocljive su dve vrste stanja: delokalizovana (obelezena crveno za elektrone i plavo
za Supljine) i lokalizovana obelezena osenceno. g je eventualno prisutna dodatna degeneracija.

popunjavaju. Ukoliko bi postojala dodatna stanja koja su po energiji u procepu (tj. izmedu
Landauovih nivoa), hemijski potencijal bi pri popunjavanju morao da prode preko tih nivoa. Ti
dodatni nivoi ne bi trebalo da doprinose provodenju da bi postojali platoi.

Neuredenje nudi prirodan nacin za generisanje stanja "izmedu Landauovih nivoa". Pre
svega, izvestan stepen sluc¢ajne neuredenosti ¢e ukloniti degeneraciju Landauovih nivoa i pritom
formirati uske Landauove trake. Sve dok je potencijal neuredenja slab u poredenju sa hw., poje-
dina¢ne Landauove trake ostaju medusobno razdvojene. U slucaju jakog neuredenja Landauove
trake se spajaju u kontinuum. Na osnovu Andersonovih proucavanja elektronskih stanja u sluca-
jnim potencijalima za ocekivati je da ¢ée neka stanja postati lokalizovana. Rasprostranjeno je
uverenje da su u odsustvu magnetnog polja sva elektronska stanja dvodimenzionog neuredenog
sistema lokalizovana. U svakoj Landauovoj traci moraju postojati i delokalizovana stanja koja
su nosioci Holove struje. Za ocekivati je da takva delokalizovana stanja imaju energije bliske
centrima Landauovih traka odnosno energijama prvobitnih Landauovih nivoa idealnog sistema
(slika 2.4).

Kada postoji procep u spektru idealnog sistema, o¢ekuje se da e njegove osobine biti prili¢cno
inertne prema slabim perturbacijama. Provodnost ¢e zato biti nepromenjena dovoljno slabom
neuredenoscu. To je posledica ¢injenice da lokalizovana stanja, nastala usled neuredenosti, ne
doprinose provodnosti na nuli temperature. Stoga male promene gustine elektrona, sve dok
se takve promene ostvaruju na lokalizovanim stanjima, nete dovesti do izmene u provodnosti.
Lokalizovana stanja se na taj nacin ponasaju kao unutrasnji rezervoar cestica i kvantno Holovo
ponaganje u vidu platoa ¢e se ispoljavati sve dok hemijski potencijal lezi u procepu tj. sve dok
traje popunjavanje lokalizovanih stanja. Holova struja, a time i provodnost, ¢e trpeti promene
samo u slucaju da se menja popunjenost delokalizovanih stanja $to odgovara prelazenju hemi-
jskog potencijala preko pojasa istih. U eksperimentu se to odrazava kao prelazak sa platoa na
plato. Takode, sirina pomenutog pojasa treba da tezi nuli kad T" — 0. Takav zakljucak sledi
iz razlicitih teorija skaliranja i numerickih simulacija kao i iz eksperimentalne ¢injenice da kada
T — 0, sirina prelaznog regiona medu susednim celobrojnim platoima tezi nuli.

Buduéi da se spektar idealnog 2DEG u magnetnom polju sastoji od diskretnih Landauovih



Slika 2.5: Prevodenje osnovne Holove geometrije u oblik korigéen u Laflinovom argumentu.

nivoa, pri celobrojnim popunjenostima v zaista postoji procep. Usled neuredenosti ¢e se zato
pojaviti plato u Holovoj provodnosti za vrednosti B za koje hemijski potencijal w4 lezi u procepu.
Tako se to na prvi pogled ne o¢ekuje zbog smanjenja broja stanja koja su nosioci struje, Holova
provodnost neuredenog sistema pri celobrojnim popunjenostima v jednaka je odgovarajuéoj
vrednosti idealnog sistema o, = (e?/h)v. Pokazuje se da elektroni iz delokalizovanih stanja
prilikom prolaska blizu neuredenosti ubrzavaju taman toliko da nadoknade manjak struje koju
ne prenose lokalizovana stanja. Takode, provodnost ¢e biti nezavisna od v u nekoj okolini
celobrojne vrednosti. Strogi argumenti u prilog ovakvoj tvrdnji zasnovani su na topologkoj
invarijantnosti o ¢emu ¢e biti vise re¢i u narednom odeljku.

Na osnovu prethodnih zapazanja zakljucuje se da je za osnovno objasnjenje (ili predvidanje)
KHE u nekom sistemu dovoljno odrediti spektar Landauovih nivoa smatrajuéi sistem idealnim.
Iz toga se mogu izvesti zakljucci o vrednostima popunjenosti koje odgovaraju pojavi platoa kao
i o vrednosti Holove provodnosti na njima.

2.3 Laflinov argument

U realnim eksperimentima neizbezno su prisutne razne nepreciznosti. Razli¢iti uzorci od ra-
zlicitih materijala imaju razlicite gustine elektrona, razlicite geometrije, razlicite necistoce i
neuredenosti. Povezivanje uzorka sa mernom aparaturom takode je podlozno nepreciznostima.
Uprkos svemu tome Holova kvantizacija je, §to deluje sasvim neverovatno, izuzetno precizna i
univerzalna. Laflin je pokazao da je kvantizacija posledica gejdz-invarijantnosti sistema. Kas-
nije se pokazalo da je Holova provodnost topoloska veli¢ina i da klju¢nu ulogu u kvantizaciji igra
¢injenica da je njena vrednost na platoima u neposrednoj vezi sa topologkim invarijantama pod
imenom Cernovi brojevi.

Ubrzo nakon eksperimentalnog otkri¢a celobrojnog KHE, Laflin je dao slede¢i argument ko-
jim je kvantizacija Holove provodnosti mogla biti objasnjena pod veoma opstim uslovima [3].
Buduéi sasvim univerzalna, pojava kvantizacije mora biti neosetljiva na (neprekidnu) promenu
geometrije uzorka. Koriste¢i tu slobodu, Laflin je predlozio da se osnovna Holova geometrija
uzorka podvrgne transformacijama prikazanim na slici 2.5. Iz standardne geometrije "Holove
plocice" dobija se prstenasta geometrija vige simetrije koja se ¢esto naziva Korbino geometri-
jom. Pri poslednjoj transformaciji prikazanoj na slici spoljasnji naponski izvor zamenjen je
elektromotornom silom koja nastaje usled promenljivog fluksa ® kroz supljinu prstena.

Laflin je razmatrao evoluciju sistema prilikom adijabatske (tj. beskona¢no spore) promene
fluksa kroz prsten. Motivacija za to dolazi usled poznate ¢injenice da je za promene fluksa
kroz prsten jednake celobrojnom umnosku kvanta fluksa & = n - ¢, = n - h/e, hamiltonijan



sistema gejdz-ekvivalentan pocetnom hamiltonijanu. Deo vektorskog potencijala kome odgovara
promena 0P je svuda u uzorku cist gejdz buduci da je fluks lokalizovan van uzorka. Zato
su stanja koja se ne pruzaju oko Supljine neizmenjena promenom fluksa ® kroz supljinu (do
na gejdz-transformaciju tj. na trivijalnu promenu faze). Stanja koja obuhvataju Supljinu su,
medutim, osetljiva na promene ® jer poprimaju Aharonov-Bomovu fazu § 6A - dr = 276®/¢,
koja je nezavisna od izbora gejdza. Ta faza je, medutim, trivijalna ako je 6®/¢, € Z. Usled
toga, kada se ® promeni za ceo broj kvanata fluksa hamiltonijan (samim tim i spektar) ostaje isti
kao pre promene, do na gejdz transformaciju. Razmotrimo $ta se desava ako postepeno izvrsimo
povetanje fluksa ® od 0 do ¢,. Situacija je prikazana na slici 2.6 gde svaka linija simbolicki
predstavlja bazis svojstvenih stanja hamiltonijana za datu vrednost fluksa. Svojstvena stanja

Slika 2.6: Shematski prikaz evolucije stanja sistema tokom adijabatske promene fluksa.

za razli¢ite flukseve su razlicita, tj. kako se fluks povetava od nule svako stanje evoluira po
putanji koja je "ortogonalna" na skup trenutnih svojstvenih stanja, kao sto je prikazano na slici
2.6. Na kraju procesa, za ® = ¢, dolazi se ponovo na pocetni bazis, budu¢i da je hamiltonijan
na kraju gejdz-ekvivelentan pocetnom za & = (. Naravno, to ne znac¢i da se po zavrsetku
puta ® = 0 — ¢ = ¢, pojedinacna bazisna stanja preslikavaju u sebe same. Dok se skup
svojstvenih stanja kao celina odrzava, permutacije medu pojedina¢nim stanjima su dozvoljene
i u saglasnosti su sa gejdz-invarijantnos¢u problema. Na taj nacin, jedina moguéa promena
sistema uzrokovana adijabatskom promenom fluksa kroz supljinu za ceo broj ¢, je da prevede
sistem iz jednog svojstvenog stanja pocetnog hamiltonijana u drugo. Povec¢anje fluksa kroz
gupljinu stvara elektromotornu silu u prstenu koja, na osnovu klasi¢nog Holovog efekta, dovodi
do prenosa elektrona sa jedne ivice prstena na drugu. Jednostavno izra¢unavanje pokazuje
da je preneto naelektrisanje u toku jednog takvog procesa, mereno u jedinicama elementarnog
naelektrisanja e, jednako Holovoj provodnosti merenoj u jedinicama kvanta provodnosti e?/h.
Stoga ukoliko razumemo kvantizaciju prenetog naelektrisanja u toku jednog procesa razumectemo
i celobrojni KHE. Naelektrisanje koje se prenese nuzno je celobrojni umnozak e, pa je zato i
Holova provodnost celobrojni umnozak e?/h.

Laflinov gejdz-argument pogada topolosku prirodu KHE: nezavisno od detalja sistema do-
davanje kvanta fluksa kroz supljinu prstena prenosi ceo broj elektrona preko sistema. U njemu
su sadrzani osnovni elementi argumenata koji ¢e biti razmotreni u narednom odeljku: gejdz-
invarijantnost kvantne mehanike u oblastima koje nisu prosto povezane, zajedno sa kvanti-
zacijom broja prenetih elektrona. Jasno je da je argument invarijantan pod dejstvom malih
perturbacija. To ukazuje da bi efekat mogao da se razume u smislu neke topoloske invarijante
koja je skrivena iza preslikavanja prostora parametara (u nasem sluc¢aju fluksa kroz prsten) u
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Hilbertov prostor sistema. Naknadno su Taules, Kohmoto, Najtingejl i den Nijs (TKNdN) [4]
kao i Avron i Seiler [5] zaista uspeli da strogo povezu kvantnu Holovu provodnost sa topologkom
invarijantom - prvim Cernovim brojem na dvodimenzionom torusu.

Potrebno je ukazati na ¢injenicu da kvantizacija Holove provodnosti ipak nije do kraja zas-
novana. Gejdz-invarijantnost zaista ima za posledicu da se na kraju adijabatske promene fluksa
za ¢ sistem ponovo vraca u pocetno stanje i pri tome izvrsi prenos odredenog broja elektrona.
Medutim, to ne garantuje da ¢e prilikom ponavljanja postupka preneto naelektrisanje biti uvek
isto. Samo u klasi¢noj mehanici ta¢nom ponavljanju pocetnog stanja sistema sleduje ponavl-
janje rezultata merenja. U kvantnoj mehanici to nije nuzno tako. Usled toga, ne moze se samo
na osnovu gejdz-invarijantnosti zakljuciti da je isti broj elektrona prenesen prilikom ponavl-
janja istovetne adijabatske promene fluksa. To znaci da ni kvantizacija Holove provodnosti nije
sasvim objasnjena Laflinovim argumentom jer bi u srednjem mogla da odstupa od kvantovanih
vrednosti. Da bismo je sasvim razumeli neophodno je pokazati da je preneseno naelektrisanje
usrednjeno tokom mnogo ponavljanja pomenutog postupka zaista kvantovano. Upravo tu stu-
paju na scenu topologki kvantni brojevi koji kvantizuju srednje vrednosti.

2.4 Uloga topologije

Prvi izraz za Holovu provodnost koji je ukazao na topologku invarijantnost dobijen je u slucaju
elektrona koji se kre¢u u uniformnom magnetnom polju i periodi¢nom potencijalu [4]. Za odredi-
vanje Holove provodnosti korig¢ena je Kuboova teorija linearnog odziva. Holova provodnost je
bila odredena veli¢cinom za koju se ispostavlja da je topologki kvantni broj. Kasnije je pokazano
da takav metod moze biti prosiren na mnogo opstiji slucaj.

Posmatrajmo dvodimenzioni neinteragujuci sistem NV elektrona u xy-ravni opisan hamiltoni-
janom:

a 9D
Ho({r},{p}) = Zh(rnpz‘% r; = (i, %), Pi= —Zh(%» 8_y)’ (2.7)
i=1 1 1

{I’} = {r17""rN}7 {p}:{pl,-~-,pN} (28)

gde je h(r,p) = T(p) + U(r) jednocesti¢ni hamiltonijan koji sadrzi kineticki ¢lan i eventualni
spoljasnji potencijal (recimo potencijal resetke). Uklju¢ivanjem normalnog magnetnog polja
B = Be,, hamiltonijan sistema postaje:

N

H({r},{p +eA}) =) h(ri,p; + eA(r;)), (2.9)
i=1

gde je B = 0, Ay — 0yA,. Neka su eg i |3) svojstvene energije i talasne funkcije hamiltonijana
(2.9) tj. H|B) = eg|p) i neka je e, energija osnovnog stanja. Pretpostavlja se da postoji procep
izmedu osnovnog i pobudenih stanja. Treba odrediti provodnost sistema u osnovnom stanju.

Neka se u trenutku ¢ = 0 sistem nalazi u osnovnom stanju |¥, (¢ = 0)) = |«) i neka je u istom
trenutku ukljuceno spoljasnje slabo konstantno elektriéno polje E = (E,, E,) kome odgovara
dodatni vektorski potencijal JA. U gejdzu 6A = —Et i §Ag = 0, hamiltonijan sistema postaje
vremenski zavistan:

N
H(t) = h(r;, pi + eA(r;) — eEt). (2.10)
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Evolucija stanja sistema |¥,,(t)) ée biti opisana vremenski zavisnom Sredingerovom jednacinom
H(t) o (t)) = ih0|¥4(t)) /Ot. Neka su eg(t) i |5(t)) trenutne svojstvene energije i talasne
funkcije hamiltonijana (2.10) tj. H(t)|B(t)) = €5(t) |5(t)). Stanje |V, (t)) se moze razviti u red
po stanjima |3(t)) . Na taj nacin se dobija:

Do (t)/0)
— €q(t)

Wo(t) = expl(— [ ealr)an){la(t) (efou(n) +in 3 15(0) ARNCRTY

Ba

gde je |Pa(t)) = exp(+ fge (1)dT) |[¥,(t)). Evolucija stanja |®,(t)) odvija se po jednacini
(H(t)=€a(t) |a(t)) = ih 0 |Pa(t)) /Ot iz koje je (e5(t)—€a(t)) (6(1)|@a(t)) = ih (5(2)|0Pa(t) /),
§to je iskoriséeno u (2.11). Buduéi da je u pocetnom trenutku |¥,(0)) = |$4,(0)) = |a(0)) = |a)
imamo («(0)|®,(0)) =11 (5(0)|P,(0)) = 0 za 8 # «a. Posto je elektriéno polje slabo sistem se
sporo menja u vremenu, pa ¢e za dovoljno kratko vreme ¢ biti (a(t)| P4 (1)) =~ 11 (B(t)|Pa(t)) = 0
za  # « (adijabatska aproksimacija). Tada je stanje sistema do na prvi red po vremenskom
izvodu dato izrazom:

\304( )/0t)
— €q(t)

Wo(t) = expl(— [ earan){la(e) +in Y 18(0) Lo (1)

B

Ocekivana vrednost proizvoljnog operatora M (koji ne sadrzi vremenske izvode) u tom stanju
jer

(Wa (1) [M[ W (t)) = () [M|a(t) + iR |B(1) ‘M|a((?)> (Oé(t)(lﬁﬁ( )/0t)
Ba €6 €alt
t) |M]B(2)) (B(t)|0a(t)/Ot)
+ Zﬁﬁséza 1B(t) D) — cald) . (213)

Za dalja razmatranja potreben je operator gustine struje koji je dat negativnim varijacionim
izvodom hamiltonijana po ukupnom vektorskom potencijalu A = A — Et:

j=—0H(t)/SA. (2.14)

Iz (B(t)|a(t)) = dap 1 (B(t)|H(t)|(t)) = ea(t)dap dobijaju se sledece relacije (5(t)|0a(t)/0t) =
— (98(1)/0ta() i (BOIOH(E)/0Ha(t)) = (alt)—es()) (B(1)|0a(t)/0t), 7 B # a. U razmatra-
nom sluc¢aju vreme ulazi u hamiltonijan preko dodatnog ¢lana vektorskog potencijala 0 A = —Et,
pa je OH(t)/0t = 6H(t)/0A-0A/0t = j- E. Pomotu pomenutih relacija dobijamo o¢ekivanu
vrednost operatora gustine struje:

(D1 Pa(t) = a®lilatt) +in S L |J‘a §<<>|J E|5(t))
)
5(t) —

P ()2

_ay e mﬁ GO Bla®) )
P ()2

Vremenska zavisnost koja se u formuli javlja posledica je specificnog izbora gejdza. Ocekivane
vrednosti fizickih veli¢ina moraju biti gejdz-nezavisne. Ukoliko bismo presli u gejdz u kome je
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0Ay, = —E -r i JA’ = 0, vremenska zavisnost bi is¢ezla. Zato se mogu koristiti vrednosti u
pocetnom trenutku €3(0) = eg i |5(0)) = |B) koje odgovaraju sistemu bez elektri¢nog polja.
Ukoliko je sistem smeSten unutar pravougaonika stranica L, i L, tada je Holova provodnost u
stanju | U, (t)) data izrazom:
ih (aly|B) (Bljz|r) — {ejz|B) (Bliyle)
(Ora=77 > " ’”(6 — )2”” y= (2.16)
iy B4 B a
Dobijena formula poznata je kao Kuboova formula za Holovu provodnost.
Jednocesti¢ni hamiltonijan h(r,p + eA(r)) komutira sa operatorima magnetnih translacija:

f(a) = exp(%a- ), (2.17)

gde su w = p + eA — eB X r generatori magnetnih translacija. Oni zadovoljavaju komutacione
relacije [m;,p;] = 0, 4,5 = x,y, §to znaci da komutiraju sa h(r,p + eA(r)). Medutim, gener-
atori ne komutiraju medusobno, ve¢ je [m,,m,] = iheB. Odatle sledi da operatori translacija
komutiraju sa jednoCesticnim hamiltonijanom i zadovoljavaju tzv. magnetnu algebru:

t(a)i(b) = exp(—i%(a x b) - e,)i(b)i(a). (2.18)

Neka je fluks magnetnog polja kroz sistem celobrojni umnozak kvanta fluksa tj. BL,L, =
Ny, N¢ € N. Tada vazi:

t(Lyey)t(Lye,) = t(Lye,)t(Lie,), (2.19)
jer je exp(—ieB/h- LyLy(e; x ey) - e;) = exp(—2miN4) = 1. To znaci da se svojstvene funkcije
In) jednocesticnog hamiltonijana mogu izabrati tako da budu svojstvene i za #(L,e,) i {(Lye,):

H(Loes) [n()) = explik Lo) [n(),  E(Lye,) [n(K)) = explikyLy) [n(k)).  (2:20)

Treba ista¢i da izbor k = (k;, ky) odgovara uopstenom periodi¢nom grani¢nom uslovu (UPGU)
koji nameéemo na talasne funkcije sistema. Svi neekvivalentni grani¢ni uslovi odgovaraju vred-
nostima k € [0,27/L,) x [0,27/L,). Posto su izbori kyy = 01 kyy = 27/L,, ekvivalentni
prostor UPGU je torus. Izvrsimo gejdz transformaciju |n(k)) — |n(k)) = exp(—ik - ) [n(k)).
Ona &e rezultovati odgovarajuc¢om transformacijom visecesticnih funkcija |a(k)) — |a(k)) =
exp(—ik- (#14...+y))|a(k)) i hamiltonijana sistema H({r}, {p+eA}) — H({r},{p+eA}) =
H({r},{p + eA + hk}). Kuboova formula u novom gejdzu se moze dodatno uprostiti ukoliko
primetimo da je:

(a(k)|jB(k)) = (a(k)[j|B(k)) = —(a(k)|6H /6A|B(k)) = —e/Ma(k)|0H/Ok|B(k)),  (2.21)
kao i:

(@(k)[0H /0k|B(k)) = (c5 — ) (@(K)|B(K)/0k) = (ca — ¢5){9a(k)/Ok|F(K)). (2.22)

Na taj nacin dobijamo:

ie? a(k) - - ! a(k) - . !
O B;«aa,g‘) 00 300 ) — (S 00 (00 )
ie?  da(k), 0a(k) 0a(k)  0a(k)

thLy« ok, | Ok, )= Ok, | Ok, )
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U slucaju neinteragujuéih elektrona poslednja formula se moze prikazati u obliku:

8nl ), 0n; on; (k) on;(k
(el = 7 Z ) Gl )

B oce 8711 ) aflz(k) aﬁ,z(k) 8’711(1{)
B hL L, Zf V ok, )= ok, | ok, ), (2.24)

gde se poslednja suma vr$i po popunjenim stanjima. |ni(k)),...,|nan(k)) su jednocesti¢na
stanja od kojih je izgradeno viseCesti¢no stanje |a(k)), dok je f(g;) broj jednocesti¢nih stanja
energije €;.

1z dosadasnjeg izvodenja ne moze se videti zasto bi Holova provodnost trebalo da bude kvan-
tizovana. Posmatrajmo zato Holovu provodnost usrednjenu po svim neekvivalentnim UPGU:

da(k) da(k)
8k | ok, )= ok, | Ok,

2 2 /Ly p2mw/L =
€« / ' (oK) alk) Wdkodk,.  (2.25)

((oay)a) = E i
Dobijeni izraz ima isti oblik kao i integral u originalnoj teoriji TKNdN, osim $to se umesto Blo-
hovih talasnih brojeva pojavljuju brojevi iz UPGU. Usrednjena Holova provodnost ((ozy)a) je
zato srazmerna prvom Cernovom broju C; koji je topoloska invarijanta. Naime, talasna funkcija
|a(k)) predstavlja preslikavanje torusa grani¢nih uslova na kompleksni projektivni prostor nor-
malizovanih talasnih funkcija proizvoljne faze. Integral u (2.25) je 2mi puta celobrojna invari-
janta koja definise prvu Cernovu klasu tog preslikavanja. Stoga je Holova provodnost celobrojni
umnozak €2 /h.

Cernov broj je topoloski u smislu da je invarijantan u odnosu na male promene hamiltonijana
sistema. Male promene hamiltonijana dovode do malih promena svojstvenih funkcija i, kao sto
se moze pomisliti, do malih promena Cernovog broja. Medutim, posto je u pitanju ceo broj, neée
se uopste promeniti ako mora da se menja neprekidno. Zakljucuje se da grafik Cernovog broja
mora imati platoe. Postavlja se pitanje kako dolazi do promena sa jednog platoa na naredni?
Velike deformacije hamiltonijana mogu dovesti do toga da osnovno stanje "prede preko" ostalih
svojstvenih stanja. Kada se takvo "ukr$tanje nivoa" dogodi podintegralna veli¢ina divergira
i Cernov broj nije vise dobro odreden. Dakle, prelazi medu platoima se odvijaju prilikom
ukrstanja nivoa.

U odredenoj eksperimentalnoj postavci grani¢ni uslovi su fiksni, pa bi za izracunavanje Holove
provodnosti trebalo koristiti (2.23). Medutim, u energijskom spektru sistema postoji konaéni
procep izmedu osnovnog stanja i pobudenih. Pokazuje se da u sluc¢aju kada hemijski potencijal
lezi u procepu Holova provodnost poseduje svojstvo eksponencijalne lokalnosti [7], $to je €ini
neosetljivom na grani¢ne uslove. Zato je razlika izmedu merene vrednosti (04y)a pri fiksnim
eksperimentalnim grani¢nim uslovima i srednje vrednosti ((04y)a) eksponencijalno mala u ter-
modinamicki velikim sistemima. Ovo opravdava korig¢enje Holove provodnosti usrednjene po
grani¢nim uslovima radi poredenja sa eksperimentom.

Prepoznavanje Holove provodnosti kao topologke invarijante nije samo matematicka formal-
nost, ve¢ ima i odgovarajuéi fizicki sadrzaj. Njena stabilnost u odnosu na razne perturbacije je
upravo posledica topoloske invarijantnosti. U prisustvu neuredenosti hemijski potencijal se moze
zadrzavati u spektru lokalizovanih stanja $to daje platoe sa kvantovanim vrednostima Holove
provodnosti. Postojanje procepa iznad osnovnog stanja je diskretno svojstvo sistema koje ne
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zavisi kontinualno od perturbacija. Stoga je vrednost na platoima neosetljiva u odnosu na male
promene, $to objasnjava izuzetnu preciznost Holove kvantizacije.

Dobijena formula (2.25) se moze direktno primeniti na sistem slobodnih neinteragujuéih elek-
trona smestenih na torusu. Pod pretpostavkom da je najnizi Landauov nivo popunjen, a ostali
prazni dobija se da usrednjena Holova provodnost ima vrednost (o.,) = €?/h [21] (poglavlje
9.7). To znadi da je doprinos jednog potpuno popunjenog Landauovog nivoa Holovoj provod-
nosti jednak upravo kvantu provodnosti e2/h. Ova ¢injenica ¢e biti koris¢ena u objasnjenju KHE
u grafenu.

2.5 Berijeva faza

Berijeva faza [9] je kvantna faza koju zadobijaju stanja sistema prilikom spore cikli¢ne evolucije.
Ona predstavlja naro¢itu popravku kvantne adijabatske teoreme i blisko je povezana sa Born-
Openhajmerovom aproksimacijom. Berijeva elegantna i uop$tena analiza nagla je primene u
razli¢itim oblastima kao §to su fizika kondenzovane materije, atomska i nuklearna fizika, fizika
elementarnih ¢estica i optika.

Posmatrajmo hamiltonijan H(R) koji zavisi od parametara Ri, Ra,..., Ry, koji su kompo-
nente vektora R. Pretpostavimo da H(R) ima bar jednu diskretnu i nedegenerisanu svojstvenu
energiju F;(R) sa odgovarajué¢im svojstvenim stanjem |¥;(R)). Ukoliko se vektor R menja
u vremenu, tada |¥;(R(t))) nije egzaktno regenje vremenski zavisne Sredingerove jednacine
H(R(t)) |[T(R(t))) = iho |[¥(R(t))) /Ot. Medutim, ako se R dovoljno sporo menja, sistem nece
pre¢i u drugo svojstveno stanje tj. verovatnoca za takav prelaz ¢e teziti nuli. Umesto toga,
sistem ¢e se prilagodavati promenama hamiltonijana. Navedena pretpostavka predstavlja adi-
jabatsku aproksimaciju. Primer takve adijabati¢nosti je, recimo, Cestica u beskona¢no dubokoj
potencijalnoj jami ¢ija se Sirina menja dovoljno sporo da ¢estica uvek biva u svojstvenom stanju
koje odgovara istom kvantnom broju. “Dovoljno sporo” ima sledete formalno znacenje. Neka
se R[t/T] menja tokom vremenskog intervala 0 <t < T. Sto je T veée to je promena R sporija.
Ako je u trenutku ¢t = 0 sistem u stanju |¥;(RJ[0])), tada ¢ée u trenutku ¢ = 7' biti u stanju
(1) | W, (R[1])) sa verovatnotom koja tezi jedinici kako T' tezi beskonacnosti. To sledi na os-
novu kvantne adijabatske teoreme. Faza ¢;(t) se dobija zamenom ¢*%® |¥;(R)) u vremenski
zavisnu Sredingerovu jednaginu:

iﬁgewi(t) Wi(R[t/T0)) = HR[t/T)e'* O [;(R[t/T7)), (2.26)
i projektovanjem obeju strana jednacine na stanje |¥;(R[t/T])):
9 g0(t) = itw, (Rt 7)) Vg Ry T - BRI (2.27)

Na taj nacin je:

¢i(t) — ¢;(0) = /0 dT[i(%(R[T/T])]VR\I/i(R[T/Tm%_Ei(R}[;/T])]
R[1] L
_ / Wi (R) Vi i (R))dR — / d7 E:(Rr/T)). (2.28)
R[0] 0
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Integrand Ap = i(¥;(R)|Vr¥;(R)) je Berijev vektorski potencijal koji odgovara stanju |¥;(R)).
Posto je (¥;(R)|VRY;(R)) = —(VrY¥:(R)|¥;(R)), Berijev potencijal je realna veli¢ina. Drugi
deo (2.28) predstavlja dinamicku fazu.

Ukupna faza kvantnog stanja nije opservabla. Medutim, kvantni sistem moze biti u super-
poziciji stanja. Relativna faza tih stanja jeste opservabilna. Razmotrimo dva puta R[t/T] i
R/[t/T] sa istim pocetnim i krajnjim tackama R[0] = R/[0] i R[1] = R/[1]. Pretpostavimo da
sistem evoluira u superpoziciji stanja |V;(R[t/T))) i |¥;(R'[t/T])). U trenutku ¢t = T relativna
faza ove superpozicije sadrzi dva dela. Jedan je relativna dinamicka faza, a drugi je tzv. Berijeva
faza koja je jednaka razlici izmedu integrala Ag duz puta R i integrala duz puta R’ tj. kruznom
integralu Ap duz zatvorene putanje I' koju ¢ine put R i u suprotnom smeru uzet put R’:

VBerry = jéAB(R)dR. (2.29)

Treba primetiti da je Berijeva faza Cisto geometrijski objekat nezavistan od brzine kojom se menja
R(t) i zavisi jedino od putanje opisane u prostoru parametara. Zato se naziva i geometrijskom
fazom. Ova faza je dobro definisana u smislu da je nezavisna od proizvoljnog izbora faza talasnih
funkcija |¥;(R)). Naime, ako pomnozimo stanje |¥;(R)) faznim faktorom e*A(®) | ¢ime ono ostaje
trenutno svojstveno stanje H(R) iz istog pravca projektivnog prostora, Berijev potencijal Ap
¢e se promeniti za —VRA(R). Posto je promena Ap ¢ist gradijent tj. gejdz transformacija,
integral Ap po zatvorenoj putanji ¢e ostati nepromenjen.

Moze se uociti analogija izmedu vektorskog potencijala magnetnog polja u obi¢nom pros-
toru i Berijevog vektorskog potencijala u prostoru parametara. Kao $to je uobi¢ajeno moze se
uzeti rotor vektorskog potencijala i dobiti pridruzeno magnetno polje. Berijeva faza zadobijena
ciklicnom evolucijom po nekoj putanji tako predstavlja fluks odgovarajuc¢eg "magnetnog" polja
kroz bilo koju povrs u prostoru parametara R razapetu nad tom putanjom. U obi¢nom prostoru
izvor magnetnog polja su struje. Namece se prirodno pitanje sta je izvor Berijevog "magnetnog"
polja?

Kao vrlo slikovit primer, razmotrimo hamiltonijan ¢estice spina 1/2:

H=upR-o, pu>0, (2.30)
gde su o = (0,,0y,0,) Paulijeve spinske matrice. Hamiltonijan ima dve svojstvene energije
E+ = +uR, koje postaju degenerisane za R = 0. Svojstvena talasna funkcija |V (R, 0, ¢)) koja
odgovara svojstvenoj energiji £y = pR odreduje se iz uslova R-o |V (R, 0, p)) = R|V(R,0,¢))
i data je izrazom:

[
_( cos3
waR 0.0 = (St (2.31)
gde je R, = Rcos0 i R, + 1R, = R e sin 6. Berijev potencijal izrazen u funkciji R, 0 i ¢ je:
1 —cos6
= —Sp o G 2.32
AB = e o (2.32)

Izra¢unajmo Berijevu fazu koju zadobije stanje |¥, (R, 0, p)) u slucaju da R sporo rotira oko
z-ose pri konstantnom 6:

2T ] 1 2T
YBerry = /0 (AB), - Rsinfdy = —5/0 (1 — cos0)dyp
1 2m 0 1
= ——/ dgo/ sin¥dd = —-Or, (2.33)
2 Jo 0 2
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gde je Qg prostorni ugao pod kojim se opisani put R vidi iz koordinatnog pocetka. Pomocu
Stoksove teoreme se moze pokazati da je integral Ap duz bilo koje putanje u R-prostoru jed-
nak —1/2 puta prostorni ugao pod kojim se ta putanja vidi iz koordinatnog pocetka. Ovo
je upravo Aharonov-Bomova faza koja se oCekuje za Cesticu jedini¢nog naelektrisanja koja se
kre¢e po povrsini sfere koja okruzuje magnetni monopol jac¢ine —1/2 u svom centru R = 0.
Ukoliko nademo rotor (2.32) dobi¢emo "magnetno" polje —R,/(2R3) sto je polje koje odgovara
monopolu ja¢ine —1/2 smestenom u tacki degeneracije hamiltonijana R = 0. Uo¢ljivo je da
druga komponenta talasne funkcije ne tezi jedinstvenoj vrednosti kako se priblizavamo "juznom
polu" 6 = m iz razlicitih pravaca. Ovakav problem ne postoji na "severnom polu" jer je tu
sinf/2 = 0. Zbog toga se spinor (2.31) ne moze definisati globalno na sferi. Ukoliko bismo
pomnozili spinor faznim faktorom e =%, on bi bio dobro definisan u blizini juznog pola, ali bi bio
singularan na severnom polu 8 = 0. Sledi da se spinor moze definisati samo na podoblastima
prostora parametara. U nasem slucaju su dovoljne dve podoblasti, jedna koja iskljucuje sev-
erni pol i druga koja isklju¢uje juzni. Posto se Berijev potencijal dobija koris¢enjem gradijenta
spinora, sledi da je i on definisan deo po deo, a ne globalno. Berijev potencijal (2.32) poseduje
singularitet za § = w. Takva konfiguracija je poznata pod nazivom Dirakova struna. Lini-
jski integral duz beskona¢no male petlje koja okruzuje juzni pol jednak je celokupnom fluksu
monopola. U stvari, potencijalu (2.32) ne odgovara monopol u koordinatnom pocetku, veé
beskonaéno tanka tuba (Dirakove strune) duz negativne z-ose ¢iji se celokupni fluks skuplja
u koordinatnom pocetku odakle se radijalno siri. Fluks strune je razlog §to beskona¢no mala
petlja oko juznog pola daje doprinos koji je jednak celom fluksu. Juzni pol nije ni po ¢emu
specijalan kada razmatramo monopol, posto je on sferno simetrican. To se odrazava u ¢injenici
da se Dirakova struna moze pomerati gejdz-transformacijom. Na primer, Berijev potencijal A’
izracunat koris¢enjem spinora e~ |, (R, 6, ¢)) ima singularitet na severnom polu i povezan
je sa Ap gejdz-transformacijom. Efekat monopola moZze se opisati bez ikakvih struna. Kada
naelektrisana cestica particle opisuje petlju, zadobija dodatnu fazu srazmernu prostornom uglu
pod kojim se petlja vidi iz tacke u kojoj je monopol. Vektorski potencijal predstavlja analiticki
nacin da se prede na prostorni ugao Stoksovom teoremom, ali to nije globalno izvodljivo.

Razmatrani primer je prilicno opsteg tipa. Kad god se dva nedegenerisana energijska nivoa
ukrstaju u nekoj tacki prostora parametara, hamiltonijan sistema u blizini te tacke svodi se na
efektivni 2 x 2 hamiltonijan koji povezuje degenerisana stanja:

Her¢(R) = const x f(R) - o, (2.34)

pri ¢emu je u tacki degeneracije f(R = 0) = 0. Stoga se uvek kada dode do ukrstanja dva

diskretna nedegenerisana nivoa efektivno pojavljuje "magnetni" monopol u tacki ukrstanja, kao

§to je i u prethodnom primeru bio slu¢aj. Monopolu odgovara Berijevo "magnetno" polje:
f(R)

B - _W- (2.35)

Dakle, izvor Berijevog "magnetnog" polja su "magnetni" monopoli u tactkama prostora para-
metara u kojima je hamiltonijan sistema dvostruko degenerisan. Kao §to smo videli na primeru,
tacke degeneracije H(R) su singulariteti Berijevog potencijala u prostoru parametara i imaju

bitan uticaj na geometrijku fazu. Ovo podseta na ulogu singulariteta analiticke funkcije, ali
analogija nije potpuna. Ukoliko bi Berijeva faza bila potpuno odredena singularitetima Ap tada
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bi "magnetno" polje bilo suma "magnetnih" polja monopola smestenih u tackama degeneracije i
stoga bi imalo nulti rotor. To zapravo nije sluc¢aj jer nulti rotor, za razliku od nulte divergencije,
nije svojstvo koje je invarijantno pod deformacijama R-prostora. U opStem sluc¢aju izvori Beri-
jevog "magnetnog" polja nisu samo monopoli ve¢ i "struje" kontinualno rasporedene u prostoru
parametara.

Primer spina 1/2 takode prikazuje kako Berijeva faza moze biti topoloska. Petlja u R
odreduje dva prostorna ugla, bas kao sto petlja na povrgini sfere razdvaja povrs na dva dela.
Postavlja se pitanje zasto onda Berijeva faza nije dvosmislena? Odgovor lezi u ¢injenici da je kod
sfere razlika prostornih uglova jednaka +4m. Takva razlika prostornih uglova odgovara razlici
u fazama od F2m, §to je neuocljivo. U ovom slucaju Berijeva faza podleze ogranicenju koje
dolazi usled topologije sfere. Da smo, hipoteticki, dosli do potrebe za razmatranjem magnetnog
monopola unutar torusa razlika prostornih uglova ne bi bila +47, pa Berijeva faza ne bi bila
jednoznacno definisana.

Moguce je uspostaviti vezu izmedu izraza za Holovu provodnost i Berijeve faze. Naime,
formuli (2.25) moze se dati slede¢i pogodniji oblik:

o2 27 /Ly 27r/Ly aA
(Fa)a) = ! | G - S,
oa
- = fA )k, A(K) = ~ia|50), (2.36)

gde kontura integracije C' predstavlja obod oblasti [0,27/L,) x [0,27/L,). Uvedeno vektorsko
polje A(k) li¢i na Berijev vektorski potencijal u prostoru UPGU. Na taj nacin je izrazu za Holovu
provodnost dat oblik koji veoma podse¢a na izraz za Berijevu fazu. Kvaziklasi¢no gledano,
Gestice opisuju kruznice u impulsnom prostoru prilikom kretanja u magnetnom polju. Ukoliko
bi k-prostor UPGU bio impulsni prostor tada bi Holova provodnost bila u vezi sa Berijevom
fazom koju Cestice zadobijaju kretanjem po kruznicama koje obuhvataju tacke u kojima se javlja
ukrstanje energijskih nivoa. Kao §to ¢emo videti, takav argument se koristi za objasnjenje KHE
u grafenu.
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3 Grafen - ugljenik u dve dimenzije

Ugljenik je hemijski element sa jedinstvenom ulogom u prirodi. Nastaje najpre u zvezdama u
procesu fuzije triju a-cestica i preko njega nastaju svi tezi elementi u kosmosu. Zadivljujuéa
je sposobnost ugljenika da obrazuje slozene mreze i samim tim i veoma brojna i po svojstvima
raznovrsna tzv. organska jedinjenja koja su od sustinskog znacaja za zivi svet. Cak i u el-
ementarnom obliku ugljenik pokazuje neobi¢ne moguénosti formiranja vrlo razli¢itih alotrop-
skih modifikacija. Jo§ od davnina poznati dijamant i grafit nasli su brojne primene u mnogim
sferama ljudskog zivota. Nedavno otkriveni fulereni i nanotube su ve¢ pod budnim okom fiz-
icara i hemicara sa velikim izgledima za primenu u novim tehnologijama. Sve do nedavno bile
su poznate samo trodimenzione (dijamant i grafit), jednodimenzione (nanotube) i nuladimen-
zione (fulereni) alotropske modifikacije ugljenika. Dvodimenzioni oblik ugljenika bio je upadljivo
odsutan i do skora uspesno odolevao pokusajima da se eksperimentalno uoci.

Ravanski sloj atoma ugljenika uredenih u dvodimenzionu Sestougaonu resetku nazvan je
grafen. Pomena je vredna ¢injenica da iako nedavno eksperimentalno uoc¢en, grafen (ili "2D
grafit") predstavlja teorijski najbolje proucen oblik ugljenika. Predmet je teorijskog interesa
pocevsi od kasnih cGetrdesetih godina. Buduéi da se moze zaviti u 0D fulerene, umotati u
1D nanotube i napakovati u 3D grafit, koristi se kao polazna tacka za sva izracunavanja os-
obina pomenutih oblika ugljenika. Tokom osamdesetih uoceno je da grafen obezbeduje real-
izaciju (2+1)-dimenzione kvantne elektrodinamike §to je dodatno pospesilo njegovo izucavanje.
Sa druge strane, brojni pokusaji da se sintetisu takvi dvodimenzioni atomski kristali su bili
neuspesni §to nije zac¢udujuce usled opsteg ubedenja da dvodimenzioni kristali ne mogu da
postoje. Pre vise od 70 godina, Landau i Pajerls su pokazivali da su strogo 2D kristali ter-
modinamicki nestabilni i da ne mogu postojati. Njihova teorija je ukazivala na ¢injenicu da
divergentni doprinos termalnih fluktuacija dovodi u niskodimenzionim kristalnim resetkama do
pomeraja atoma koji su poredivi sa meduatomskim rastojanjem na bilo kojoj kona¢noj tem-
peraturi. Ovaj argument su docnije prosirili Mermin i Vagner i on je bio podrzan brojnim
eksperimentima. Na primer, temperatura topljenja tankih filmova brzo opada sa opadanjem
njihove debljine te oni postaju nestabilni pri debljinama od, tipi¢no, desetak atomskih slojeva.
Na srecu, postoji nacin da se ovaj problem zaobide. Interakcije sa 3D strukturama stabilizuju
2D kristale tokom njihovog rasta. Usled toga je moguce dobiti 2D kristale umetnute izmedu ili
formirane povrh atomskih ravni odgovaraju¢ih 3D kristala. U takvom obliku grafen ve¢ pos-
toji u grafitu za koji se moze re¢i da je sacinjen od slojeva grafena povezanih medusobno Van
der Valsovim silama. Ovo uliva nadu da je moguce na dovoljno niskim temperaturama nekako
izdvojiti sloj grafena tako da zadrzi stanje zadobijeno u 3D strukturi.

Ispostavlja se da su slojevi grafena, kao i uostalom i fulereni i nanotube, oduvek bili doslovno
pred nasim o¢ima. Trag grafitne olovke sadrzi uglavnom ve¢ vidljive ostatke grafita. Medutim,
tanji skoro providni kristali¢i, od kojih su neki i jednoslojni, takode su prisutni. Problem ne
predstavlja dobijanje grafena ve¢ njegovo pronalazenje u hrpi ostataka vete debljine. Tipi¢no,
nekoliko kristala grafena veli¢ine mikrometra nalazi se u polju ostataka grafita povrsine 1cm?.
Skeniranje elektronskim mikroskopom nije od pomoéi u potrazi jer ne pravi razliku medu jed-
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noslojnim i vigeslojnim kristalima. Atomic-force i scanning-tunneling mikroskopi obezbeduju
potrebnu atomsku rezoluciju, ali obi¢no mogu da detektuju prelaz izmedu podloge i jednosloja
samo kada je podloga glatka na atomskoj skali. Jos vet¢i problem predstavlja potreba da se sa
atomskom rezolucijom pregleda cela povrsina traga olovke.

Grupa sa Mancesterskog univerziteta, predvodena Gajmom i Novoselovom, je 2004. godine
koriste¢i pomenuti pristup uspela da dobije grafen i zapocela revoluciju na tom polju. Grupa
je takode dobila i dvodimenzione kristale drugih materijala: boron-nitrida, dihalogenida i vi-
sokotemperaturskog superprovodnika Bi-Sr-Ca-Cu-O. Njihov izbor pogodne podloge pao je na
silicijum-dioksid, materijal koji je nagiroko koris¢en u poluprovodnickoj industriji. Povr§ina ok-
sida reflektuje skup duginih boja i interferenciona slika od slojeva grafena na oksidu pruza slab,
ali ipak vidljiv kontrast. Na srec¢u, ljudsko oko i mozak su dovoljno mo¢ni da raspoznaju cak i
tako slab kontrast tokom pregleda ostataka grafita optickim mikroskopom. Uz nesto iskustva,
nalaZzenje tih nekoliko kristala grafena traje samo nekoliko sati.

Niko, naravno, ne koristi olovke za dobijanje grafena. Umesto toga grafit se pazljivo prevlaci
preko silicijumske plocice pazljivo odabrane debljine. Cak iako je poznat tacan recept, potrebna
je posebna paznja i istrajnost da bi se pronagsao grafen. Na primer, ¢ak i odstupanje od 5% u
debljini SiOy (315 nm umesto standardnih 300 nm) moze uéiniti potpuno nevidljivim jedan sloj
grafena. Nedavno je otkriveno da se grafen moze jasno prepoznati Raman mikroskopijom §to
ovu tehniku ¢ini pogodnom za brzo odredivanje debljine. Medutim, ¢ak i tada je neophodno
prethodno izvrsiti pretragu optickim mikroskopom. Ovakvu tehniku "crtanja" je ve¢ nekoliko
laboratorija usavrsilo do nivoa umetnosti. Na ovaj na¢in se mogu dobiti uzorci grafena veli¢ine
i do 100 pum i oni su ve¢ dostupni na trzistu. Pojedinac¢ni kristali veli¢ine od nekoliko hil-
jada kvadratnih mikrona, koji su takvog kvaliteta da se balisticki transport i kvantni Holov
efekat mogu uociti ¢ak i na sobnoj temperaturi, su sasvim dovoljni za proucavanje fundamen-
talne fizike, ispitivanje novih naprava i mozda cak i slozenih elektronskih kola. Medutim, za
industrijske primene tehnika crtanja je zasigurno nepodesna. Ulaze se dosta truda da se grafen
epitaksijalno formira termalnom dekompozicijom silikon-karbida ili naparavanjem ugljovodonika
na katalitickim metalnim povrginama koje se kasnije mogu hemijski ukloniti. Grafen se moze
dobiti i u obliku praha izdvajanjem "grafen-oksida" iz oksida grafita i redukcijom do grafena.
Tako ¢e buduénost primene grafena zavisiti od napretka u njegovom epitaksijalnom dobijanju,
fizika ovog novog i zanimljivog 2D sistema je u potpunosti dostupna.

Prirodno se postavlja pitanje za kakav sistem se moze re¢i da predstavlja 2D kristal? Ocigledno
je da jednosloj grafena predstavlja 2D kristal, dok 100 slojeva ve¢ treba smatrati tankim filmom
3D materijala. Ali na koliko slojeva prestaje 2D i poc¢inje 3D kristal? U sluc¢aju grafena to je
nedavno razjadnjeno. Pokazano je da se elektronska struktura brzo menja sa brojem slojeva,
priblizavajuéi se limitu 3D grafita veé¢ na 10 slojeva grafena. Stavise, samo grafen i u dobroj
aproksimaciji njegov dvosloj imaju jednostavan elektronski spektar: oba su poluprovodnici bez
energijskog procepa (ili polumetali bez preklapanja valentne i provodne zone) sa po jednom
vrstom elektrona i Supljina. Za tri i vige slojeva spektar se bitno usloznjava: pojavljuje se
nekoliko vrsta nosilaca i valentna i provodna zona pocinju primetno da se preklapaju. Ovo
omogucava da se jednosloj, dvosloj i vise slojeva grafena (3 do 10) mogu razlikovati kao tri vrste
2D kristala. Deblje strukture se ve¢ mogu smatrati tankim filmovima grafita. Sa eksperimen-
talne tacke gledista takva definicija je takode razumna. Duzina ekraniranja u grafitu je oko 5 A
(8to je manje od debljine dva sloja) te se mora praviti razlika izmedu povrsinskih i zapreminskih
efekata cak i za filmove od pet slojeva.
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Slika 3.1: Eksperimentalna izvedba i Sematski prikaz uzorka grafena prilagodenog za KHE
merenja.

3.1 Kvantni Holov efekat u jednosloju grafena

Usled neobicne i izuzetne elektronske strukture grafen predstavlja pravu riznicu neocekivanih
i dosad nevidenih efekata u fizici kondenzovane materije. Nedavno po dobijanju prvih primer-
aka jednoslojnog grafena dve ekperimentalne grupe predvodene Zhengom[10] i Novoselovom|[11]
izvrsile su nezavisno merenja funkcija odziva grafena u elektricnom i magnetnom polju. Uocen je
neuobicajen polucelobrojni kvantni Holov efekat pri popunjenosti Landauovih nivoa 4(N +1/2)
i njemu odgovarajuéa Berijeva faza 7, zatim minimalna provodnost o, od ~ 4e?/h kada kon-
centracija nosilaca tezi nuli i odredena je ciklotronska masa data izrazom m. = E/v%, gde
je vp ~ 10%m/s "brzina svetlosti" ina¢e bezmasenih fermiona u grafenu. Dobijeni rezultati su
bitno drugaciji od odgovarajucih u sluc¢aju poluprovodnika i metala i otvaraju giroke moguénosti
primene grafena u elektronici.

Uzorci grafena dobijeni su ve¢ opisanom tehnikom odvajanja od grafita na silicijumskoj
plocici presvucenoj slojem SiOg debljine 300 nm koris¢éenjem standardnih postupaka mikroma-
nipulacije. Posle izbora odgovarajuteg uzorka grafena pridodate su elektrode za transportna
merenja upotrebom elektronske litografije pratene naparavanjem sloja zlata debljine 30 nm i
hroma debljine 5 nm. Na taj nac¢in ostvarena je standardna geometrija Holove trake (slika 3.1).
Promenom ulaznog napona Vj;, primenjenog na silicijumsku podlogu omoguc¢eno je podesavanje
gustine nosilaca u uzorku grafena, a samim tim i kontrola energije Fermijevog nivoa. Na slici
3.2a prikazana je zavisost I?;; od ulaznog napona Vj; napona u nultom magnetnom polju. Pri
visokim koncentracijama nosilaca R;; je ~ 100€), dok se pri vrednostima Vj; ~ 0 uocava oStar
pik velicine ~ 4k2. Kod razli¢itih uzoraka veli¢ina i pozicija pika se neznatno menjaju, ali se
uocava isti efekat. Postojanje takvog ostrog pika je u skladu sa smanjivanjem gustine nosilaca
kako se E priblizava Dirakovoj tacki u grafenu u kojoj gustina stanja is¢ezava. Na taj nacin se
moze na osnovu pozicije pika odrediti napon koji odgovara Dirakovoj tacki neutralnosti, Vp;rqc.
Nezavisno se moze meriti gustina nosilaca u uzorku grafena n i odrediti njihova pokretljivost p
koristeci jednostavan Drudeov model. Rezultati ovih merenja su prikazani na slici 3.2b. Uocljiva
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Slika 3.2: Otpor, gustina nosilaca i njihova pokretljivost mereni na 1.7 K za razlicite ulazne
napone. a, Otpor uzorka kao funkcija ulaznog napna. Pozicija pikova otpora se menja u zavis-
nosti od uredaja, ali su vrednosti pika uvek ~4k{2, sto ukazuje na moguce kvantno poreklo. b,
Gustina nosilaca u grafenu (prazni kruzi¢i) i njihova pokretljivost (puni kruzi¢i) kao funkcija
ulaznog napona. Puna linija odgovara procenjenom naelektrisanju indukovanom naponom,
n = C4Vy /e, koristeéi ulaznu kapacitivnost Cy = 115aF/ pwm? iz geometrijskih razmatranja.

je promena znaka n za V; = Vpjrqc Sto ukazuje da Er zaista prolazi kroz tacku neutralnosti.
Pokretljivost nosilaca je veéa od 10* cm?/Vs u celom opsegu primenjenog napona to ukazuje
na visoki kvalitet dobijenih uzoraka grafena.

Izuzetno visoka pokretljivost nosilaca u grafenu omogucava ispitivanje transportnih pojava
u ekstremnim uslovima svojstvenim kvantnom Holovom efektu. Slika 3.3a prikazuje Ry, i Ry
kao funkcije magnetnog polja B pri stalnom V; > Vpjree. Pozitivnost R;, ukazuje da glavni
doprinos potice od elektrona. Pri jakim magnetnim poljima na zavisnosti R, (B) se uocavaju
platoi i R, i8Cezava, §to je obelezje kvantnog Holovog efekta. Uocavaju se dva dobro definisana
platoa sa vrednostima (2e%/h)~! i (6¢2/h)~!, pratena nepotpunim platoom (10e%/h)~!. Pri
slabijim magnetnim poljima se prelazi u rezim koji odgovara Subnikov de Hazovim oscilacijama.
Kvantizacija R;, za prva dva platoa je bolja od 10~* i tacna je u granicama eksperimentalne
preciznosti. Takode su uocene i odgovarajuce pojave za Supljinske nosioce (Vy; < Vpirec) sa
negativnim vrednostima R, (slika 3.3a umetak). Alternativno, kvantni Holov efekat i za elek-
trone i za Supljine se moZze ispitivati fiksiranjem magnetnog polja i menjanjem V; preko Dirakove
tacke. U ovom slucaju, kako se V, povectava, prvo supljine (V; < Vpirac) pa zatim i elektroni
(Vg > Vbirac) popunjavaju uzastopne Landauove nivoe i javlja se KHE. Na taj nacin se dobija
antisimetri¢na (simetri¢na) zavisnost Ry, (Rs;) na slici 3.3b. Kvantizacija R,y je u skladu sa:

R, = +4(N +1/2)é?/h, (3.1)

gde je N nenegativan ceo broj, dok znak 4+ odgovara elektronima, a znak — supljinama. Faktor
4 u prethodnom izrazu dolazi usled degeneracije po spinu i podresetki u kristalu grafena. Preve-
deno na ustaljenu terminologiju, takav kvantizacioni uslov odgovara popunjenosti Landauovih
nivoa v = +4(N + 1/2). Prvi plato se pojavljuje na 2e2/h i za prelaz sa najnizeg supljin-
skog (v = —2) na najnizi elektronski (v = +2) Landauov nivo je potreban isti broj nosilaca
(An = 4eB/h ~ 1.2 x 10"2cm™2) kao i za prelaze medu drugim najblizim nivoima. To rezultuje
niz podjednako udaljenih platoa u zavisnosti o, od gustine nosilaca koji nije prekinut prolaskom
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Slika 3.3: Kvantovana longitudinalna otpornost i Holova otpornost uzorka grafena. a, Holova
otpornost (crno) i longitudinalna otpornost (crveno) mereno na 7' = 30mK i V; = 15V. Ver-
tikalne strelice i brojevi na njima pokazuju vrednosti B i odgovarajuc¢e popunjenosti v kvantnih
Holovih stanja. Horizontalne linije odgovaraju vh/e? vrednostima. Umetak prikazuje KHE za
supljine na V;, = —4V, mereno na 1.6K. b, Holov otpor (crno)i longitudinalni otpor (narandzasto)
kao funkcija ulaznog napona pri fiksnom magnetnom polju B = 9T, mereno na 1.6K. Umetak

prikazuje detaljan izgled platoa sa visokim popunjenostima mereno na 30mK.

P (KQ)

Slika 3.4: Holova provodnost o, (crvena linija) i longitudinalna otpornost p,, grafena (zelena

(Y/ze¥) Mo

linija) kao funkcija gustine nosilaca na B = 14T. oy je izracunato iz merenih zavisnosti p,,, (V)
i pye(Vy) kao 00y = pyy /(0 + pzz)?. Ponasanje 1/ Py Je slitno, ali pokazuje diskontinuitet na

Vy = 0, koji je izbegnut crtanjem o, .
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Slika 3.5: a, Sestougaona resetka grafena dobijena kao superpozicija dve trougaone podresetke
A i B, sa bazisnim vektorima a;, i = 1,2 za podresetku A i vektorima §;, i = 1, 2, 3 koji povezuju
A sa B. b, Zeleni sestougao je simetri¢na, a roze romb pomerena Briluenova zona Sestougaone
resetke. Vektori recipro¢ne resetke su b;, i = 1, 2.

kroz nulu $to se moze videti na slici 3.4. Ovakva neuobic¢ajena polucelobrojna kvantizacija je
posledica posebne elektronske strukture grafena koja ¢e biti razmotrena u narednom odeljku.

3.2 Elektronska struktura grafena
3.2.1 Model jake veze

Sestougaona resetka grafena nije Braveova ve¢ se moze opisati preko dve trougaone podresetke A
i B (slika 3.5a) ili, ekvivalentno, preko jedne trougaone resetke ¢iji bazis ¢ini par susednih atoma
tipa A i tipa B. Usled toga jedini¢na ¢elija sadrzi dva atoma, jedan tipa A i jedan tipa B. Vektori
a; = a(1/2,v/3/2) iay = a(1/2, —v/3/2) prikazani na slici 3.5a su vektori primitivnih translacija
resetke, gde je a = |a;| = |ag| = V/3acc konstanta podresetki i acc = 1.42A rastojanje izmedu
dva najbliza atoma ugljenika. Odgovarajuéi vektori reciprocne resetke su by = 27 /a(1,1/v/3)
i by = 27/a(1, —1/\/5) i za njih vazi a; - b; = 2md;;. Oni su prikazani na slici 3.5b zajedno
sa simetri¢cnom i pomerenom Briluenovom zonom. Temena simetri¢ne Briluenove zone nazivaju
se K tackama i njihove koordinate su +27/a(1/3,1/v/3), £27/a(1/3,—1/v/3) i +21/a(2/3,0).
Samo dve K tacke su neekvivalentne i uze¢emo da su to K4 = +27/a(2/3,0) tako da pripadaju
pomerenoj Briluenovoj zoni. Svaki atom tipa A na mestu n = nja; + neas, povezan je sa
najblizim atomima tipa B vektorima §; = (a;—a2)/3, d2 = (a;+2a2)/3, d3 = (—2a; —ag)/3 koji
su takode prikazani na slici 3.5a. Atomi ugljenika u ravni grafena povezani su jakim kovalentnim
o-vezama koje se dobijaju sp? hibridizacijom atomskih 2s, 2p, i 2p, orbitala. Preostale atomske
2p, orbitale su normalne na ravan grafena, slabo se preklapaju i odgovorne su za formiranje
m veza. Ta Cinjenica omogucava uspesnu primenu modela jake veze za nalazenje elektronske
strukture grafena. Hamiltonijan koji odgovara najjednostavnijem opisu m orbitala u kojem
se zanemaruje preklapanje atomskih 2p, orbitala i uzima u obzir efekat izmene samo izmedu
najblizih atoma ugljenika dat je izrazom:

Ho=—t> > (ah sbursys +Dhis, s0ns): (3.2)

n,s §;
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gde su ans i bnis;,s Fermi operatori za elektrone spina s =T, | na mestima n i n + §; u po-
dregetkama A i B, respektivno. Parametar ¢ predstavlja energiju izmene izmedu najblizih atoma
ugljenika i u grafenu iznosi &~ 2.8eV. Radi jednostavnosti razmatra se ¢isto dvodimenzioni model.
Eksperiment pokazuje da se atomi ugljenika izmestaju izvan ravni tj. pojavljuje se lokalna za-
krivljenost povrsine ukoliko grafen postoji bez podloge npr. u obliku lebdete membrane. To
otvara interesantnu moguénost proucavanja kvantne elektrodinamike u zakrivljenom prostoru.

Koriste¢i Furije-razvoje Fermi operatora ans = V'S / d?k/(27)%e™*Pa4(k) (i analogno za
BZ

bns), gde je S = a%y/3/2 povrsina Briluenove zone (BZ), dobija se hamiltonijan u impulsnoj
reprezentaciji:

d’k t * (1)t
Ho = —tZ/ (2W)2(S(k)as(k)bs(k)+5 (k)bl(k)a,(k)), (3.3)
S BZ

gde S(k) predstavlja geometrijski strukturni faktor S(k) = > 5. kOt — pik(a,—a2)/3(] 4 gikaz |
e~a1)  Uvodenjem spinora v, (k) = (a,(k), bs(k)), hamiltonijan dobija oblik:

2
=X [ Grtmomon . mo=-t(gq, %09) e
S Bz

gde je Hy(k) gustina hamiltonijana u k-prostoru. Svojstvene vrednosti Hy(k) predstavljaju
energijske grane odn. trake Fy(k) = £e(k), gde je uvedena oznaka e(k) = ¢|S(k)|. Grana
E. (k) je provodna, a F_(k) valentna. Izracunavanjem se dobija sledeé¢i izraz:

e(k) = t\/l + 4 cos?(kza/2) + 4 cos(kya/2) cos(vV3k,a/2). (3.5)

Energijske grane su prikazane na slici 3.6. Posto jedini¢na ¢elija sadrzi dva atoma ugljenika
od kojih svaki daje po jedan elektron, postoje dva elektrona po jedini¢noj ¢éeliji. Buduéi da ne
uzimamo u obzir spin-orbita interakciju svako stanje je dvostruko degenerisano pa je u neutral-
nom grafenu valentna traka potpuno popunjena, a provodna potpuno prazna. Strukturni faktor
S(k) postaje jednak nuli u K tackama, dok je u okolini K4 tacaka njegova priblizna vrednost

S(Kx + k) ~ +aV3/2(k, F iky). (3.6)

Zakljutuje se da se valentna i provodna traka dodiruju u temenima simetri¢ne Briluenove zone.
Sledi da je grafen poluprovodnik sa nultim energijskim procepom ili, ekvivalentno, polumetal
Cija se valentna i provodna traka ne preklapaju. U okolini K tacaka niskoenergijske ekscitacije
imaju linearnu disperziju e(k) ~ hvr |k|, gde je vp = v/3ta/(2h) Fermijeva brzina, a ik impuls
ekscitacija meren u odnosu na odgovarajuéu K tacku. Zapravo, ovakav karakter ekscitacija
sledi iz same simetrije reSetke grafena, pa je stoga odrzan i kada se uzmu u obzir i interakcije
daljih suseda. Ova ¢injenica opravdava korig¢enje najjednostavnijeg modela jake veze za opis
ekscitacija niske energije. 1z re¢enog proizilazi da elektroni u grafenu imaju nultu efektivnu masu
kao i da je njihova srednja brzina nezavisna od impulsa i jednaka vr. Stoga se oni ponagaju pre
kao fotoni (sa "brzinom svetlosti" vr) nego kao masivne cestice kvadratne disperzije, uobicajene
u fizici kondenzovane materije. Iz dosada izloZenog prirodno se namece ideja da su ekscitacije
niske energije u grafenu opisane pre Dirakovom nego Sredingerovom jednacinom. Ispostavlja se
da je zaista tako.
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Slika 3.6: Elektronske trake u grafenu. Provodna i valentna traka se dodiruju u sest K tacaka
od kojih su dve neekvivalentne. U okolinama K tacaka grane su konusnog oblika.

3.2.2 KED3>,; opis grafena

Prilikom razmatranja niskoenergijskih ekscitacija dovoljno je integraciju u izrazu za Hg u jed-
nacini (3.4) izvrsiti samo u pogodno izabranim okolinama K. tacaka i iskorititi (3.6), te se na
taj nac¢in dobija:

Ho = Z / (;il;z WKy + k) Hk, (k) (Ky + k) + I (K_ + k) Hg_ (k)¢ (K- +k)), (3.7)
DC

pri ¢emu su gustine hamiltonijana u K+ tackama (o, i o, su Paulijeve matrice):
Hy, (k) = hop(ozky + oyky), Hyx_ (k) = hwp(—0ozky + oyky). (3.8)

Integracija u (3.7) se vrs$i po Dirakovom konusu (DC) sa grani¢nim talasnim vektorom k iz-

abranim tako da je broj stanja ocuvan: 2 x k21 = Qp = & = /Qp/(271) = 1/a\/47/V3 ~
2.69/a. Poredenja radi, stranica simetri¢ne Briluenove zone je duzine 47/(3a) ~ 4.19/a. Odgo-

varajuca granicna energija je W = hop/Qp/(21) = hop/ay/47 /3 =t/ 73 ~ 2.33t, gde je
Qp = (27)?/S povriina Briluenove zone.

Radi uocavanja slicnosti sa Dirakovom jednac¢inom pogodno je uvesti ¢etvorokomponentni
spinor W, (k) sastavljen od dvokmponentnih spinora ¢ (K4 + k) i ¢,(K_ + k). Dodatno, treba
zameniti mesta podresetkama u spinoru koji odgovara K_ tacki ¢ime se obezbeduje da vazi
Hy, (k) = £hwp(ozks +0yky) = £hvpo -k. Tako se konacno dobija najpogodniji oblik spinora:

(
w09 = |1 (3.9)
(



U ovakvom zapisu hamiltonijan (3.7) poprima sledeéi oblik:

0 ky —iky 0 0
d’k ky + ik 0 0 0
Ho 0 0 0 —ky + ik Vs (k)
0 0 —ky —iky 0
= prz k)Ho(k)W,(k), Ho(k) = hop(atk, + ok,) = wpa - k.
(3.10)
a2 predstavljaju prve dve od tri o matrice poznate iz Dirakove teorije:
i [0 0 .
a' = <O _Uz’> ,1=1,2,3, (3.11)

koje antikomutiraju medusobno i sa ¢etvrtom matricom:

B= <IO2 %) : (3.12)

Koriste¢i matrice o i 8 konstruise se tzv. Vejlova ili kiralna reprezentacija Dirakovih v matrica:

0 I ; ; 0 —o;
0 2 i i 7 .
v ﬁ <1_2 O) , v Ba = <0’i 0 > , 1= 1,2,3, (313)

pomocu kojih se dobija Dirakov hamiltonijan u obliku koji je zastupljen u KED:

d2k
Ho = hop Z / K HY (k)04 (k), HP (k)= hvp(y ke ++2k,) = hopy -k,  (3.14)

pri ¢emu je uveden i Dirak-konjugovani spinor U, (k) = i(k)~°. U KED se koristi i tzv. kiralna
7% matrica:

L 0
v =iyl = <02 —Ig>’ (3.15)

koja antikomutira sa svim 7 matricama i komutira sa hamiltonijanom (3.10) i stoga odgovara
o¢uvanoj veli¢ini. Za talasne funkcije:

U (k) = (“Kg”)) L Uk ()= (MKO +k)> , (3.16)

koje odgovaraju ekscitacijama u K, i K_ tacki, respektivno, vazi: 7°¥k, (k) = +¥k, (k).
Sledi da su prelazi izmedu tacaka K, i K_ zabranjeni ukoliko nema dodatne interakcije koja bi
to omogucila.

Hamiltonijan (3.14) koji daje niskoenergijski opis grafena odgovara KEDy;; Dirakovom
hamiltonijanu za bezmasene cestice. U (2+1)-dimenziji se, medutim, ne koristi v matrica
pa u tom sluéaju v%%2 ne ¢ine ireducibilnu veé¢ reducibilnu reprezentaciju Dirakove algebre.
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Ireducibilne rerezentacije Dirakove algebre u (2+1)-dimenziji date su 2 x 2 matricama i postoje
dve neekvivalentne IR-e koje se razlikuju u znaku:
0 03, fA}/l = 102, ’3/2 = _io-lv (317)

3 = —o3, ¥ = —ioy, ¥ =io1. (3.18)

2>

Cetvorodimenziona reprezentacija 712 je ekvivalentna direktnom zbiru pomenutih IR-a. Trans-

formacijom sli¢nosti reprezentacije (3.13) matricom:

1 Ig g3 ) -1 1 <IQ I2 >
S = — y S = —= 5 319
V2 <12 —03 V2 \o3 —o3 (3-19)

dobija se reprezentacija kod koje su v%12? u razlozenom obliku:

A0 A1 £2
o _ (v O 1_ (v 0 2 _ (¥ 0
0 I 0 I
3 2 5 _ 2
v - <_I2 0> ’ Y= <IZ O) . (3.21)

Reducibilnost 4D reprezentacije v%12 je posledica neophodnosti razmatranja ekscitacija u dvema

neekvivalentnim tackama Ky. Posto u tim ekscitacijama uzimaju ucesée i elektroni sa A i
elektroni sa B podresetke za opis u svakoj K tacki mora se koristiti 2D reprezentacija. Usled
toga pri razmatranju spektra hamiltonijana Hp(k) moraju se uzeti u obzir obe K tacke.

Linearnost spektra ekscitacija jeste vazna osobenost grafena, ali nije jedino bitno svojstvo
koje sleduje iz opisa kvantnog transporta u grafenu preko Dirakove jednac¢ine. Pri pozitivnim en-
ergijama, nosioci struje u grafenu, kao i obi¢no, nalikuju elektronima i negativno su naelektrisani.
Na negativnim energijama, tj. ako valentna traka nije skroz popunjena, nezauzeta stanja se pon-
asaju kao pozitivno naelektrisane kvazicestice (Supljine), koje se Cesto smatraju pozitronskim
ekvivalentom u fizici kondenzovane materije. Treba primetiti da se elektroni i supljine u fizici
kondenzovane materije standardno opisuju zasebnim Sredingerovim jednacinama koje ni na koji
nac¢in nisu u vezi i u kojima elektroni i Supljine imaju razli¢ite efektivne mase. Nasuprot tome,
elektronska i supljinska stanja u grafenu su medusobno povezana i medu njima postoji simetrija
analogna konjugaciji naboja u kvantnoj elektrodinamici. U slu¢aju grafena pomenuta simetrija
je posledica njegove kristalne simetrije buduéi da kvazicestice u grafenu (u obema K tackama)
moraju biti opisane dvokomponentnim talasnim funkcijama, $to je neophodno da bi se ura¢unali
doprinosi u njihovom sastavu obeju podresetki A i B. Pomenuti dvokomponentni opis je veoma
slican spinorskim talasnim funkcijama u KED, ali je u grafenu "spin" u vezi sa podresetkama, a
ne sa pravim spinom elektrona i obi¢no se naziva pseudospinom o. Na taj nacin, podresetki A
odgovara pseudospinsko stanje |T), a podresetki B stanje ||). Prema tome, u formalnom opisu
ekscitacija odn. kvazicestica u grafenu hamiltonijanom koji je slican Dirakovom, o se odnosi na
pseudospin dok efekti pravog spina moraju biti ura¢unati dodatnim ¢lanovima u hamiltonijanu.
Pojave koje su osobene za KED su obi¢no obrnuto srazmerne brzini svetlosti ¢, pa su u grafenu
pojacane za faktor c¢/vp ~ 300. To znaci i da efekti povezani sa pseudospinom treba da budu
preovladujuéi u odnosu na spinske efekte.

Iz ¢injenice da su ekscitacije u K4 tackama opisane hamiltonijanom Hk, (k) = £hvpo -
k sledi da za elektron/supljinu iz K, tacke energije +hvpk i impulsa ik vazi o - Kty =

28



+1, j, pri Cemu gornji znak odgovara elektronima, a donji Supljinama. Znaci da je pseudospin
elektrona paralelan, a Supljina antiparalelan impulsu. Situacija u K_ tacki je obrnuta. To
omogucava uvodenje kiralnosti kao projekcije pseudospina na pravac kretanja i koja je +1 za
elektrone i —1 za Supljine u K tacki (i obrnuto u K_ tacki). To dodatno povlaci da elektronu
energije I/ i impulsa hk odgovara pseudospin koji pokazuje u istom smeru kao i pseudospin
supljine energije —F i impulsa —hk. Kako su talasne funkcije ¢,.(k) i ¥, (—k) svojstvene za
o - k za istu svojstvenu vrednost mogu se razlikovati najvise do na fazni faktor. Sledi da u
izgradnji elektronskih i supljinskih ekscitacija suprotnih impulsa podresetke ucestvuju sa istim
relativnim doprinosom. Stoga kiralnost u grafenu u sustini ukazuje na ¢injenicu da su stanja k
elektrona i —k Supljine medusobno povezana budu¢i da podresetke imaju isti udeo u njihovoj
izgradnji. Koncepti pseudospina i kiralnosti su znacajni zato $to mnogi elektronski procesi
u grafenu mogu biti shvaceni kao posledica odrzanja tih velicina. lako pokazuju sli¢nost sa
odgovaraju¢im konceptima u KEDs1, postoji i bitna razlika jer u slu¢aju grafena odgovaraju
unutrasnjoj simetriji dok su u KED3,1 u vezi sa prostornom simetrijom.

3.3 Landauovi nivoi u grafenu

Elementarno objasnjenje kvantnog Holovog efekta moze se dati na osnovu strukture Landauovih
nivoa. Posmatrajmo jednosloj grafena u konstantnom normalnom magnetnom polju B = Be,,
0Ay(z,y)/0x — 0Ax(x,y)/0y = B > 0, gde je A(z,y) vektorski potencijal. Hamiltonijan se u
tom slucaju dobija iz (3.10) minimalnom smenom k — k = k + ¢/hA(i0/0k). Usled toga ky
i ky ne komutiraju vec vazi: [kg, Ky = —ieB/h. Korisno je uvesti operatore m_ = K, — iry i
T4 = Kz + 1ky za koje vaZzi:

[7_,7m4+] = 2eB/h, (r_ ) =m,. (3.22)
Iz prethodne komutacione relacije se moze zakljuciti da je w4 analogan kreacionom, 7w_ ani-

hilacionom operatoru, a m;m_ operatoru broja ¢estica. Hamiltonijan u magnetnom polju je

- R e ) B ) B

Kao $to je veé receno, za odredivanje spektra H (k) potrebno je razmotriti obe K tacke. Do-
voljno je resiti svojstveni problem hamiltonijana Hyk (k). Iz Hk, (k)Y (k) = Evg(k) sledi
Hk (k)Y p(k) = —Evg(k), pa za svojstvene funkcije:

Uk, 5k) = <wE0(k)> ; Uk pk) = <¢E0(k)> ) (3.24)

vazi H(k)¥k, p(k) = EV¥k, r(k). Usled uzimanja u obzir dveju neekvivalentnih K tacaka
degeneracija nivoa energije F hamiltonijana H (k) je dva puta veca od degeneracije nivoa energije
E hamiltonijana Hyg, (k).

Svojsteni problem za Hyg, (k) je:

(D) (E)-5()

i ekvivalentan je jednacinama:

T_y = €0y, TP = Eo, (3.26)
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gde je € = E/hvp, iz kojih sledi:

T =€y, Ty = €2y, (3.27)

Oznac¢imo sa |n) svojstvenu funkciju operatora mym_ za koju vazi mim_ |n) = 2neB/h|n),

gde n € Nyg. Tada je m_|n) = \/2eB/ \/_|n—1 Yimy|n) = \/2eB/hv/n+1|n+1). Sistem
jednagina (3.27) ima resenja ukoliko je €2 = 2neB/h za neko n € Ny. Radi jednostavnosti, do
kraja ovog odeljka energije ¢e biti date u jedinicama hvg. Za n > 0 postoje dve moguce energije

+€e, 1 —€p, gde je:
n = /2neB/h, (3.28)

dok za n = 0 postoji samo jedna ¢y = 0. Primetuje se da energija nivoa n = 0 ne zavisi od
jacine magnetnog polja. Za n > 0 odgovarajuce svojstvene funkcije za energije +€, i —e¢, su,

respektivno:
= (") w=m () (8:29)

dok je za n = 0 svojstvena funkcija:
0
Yo = (]O>> . (3.30)

Svojstvene funkcije 4 x 4 hamiltonijana H (k) su prema (3.24):

vt () e (0 _— >0 (3.31)
Kyn ™ 0/’ K _n— ,(/){; , &E=T€p, TN ) .

\I/I_<+7n - (¢0n> ’ \III_<7,’I’L - (w0j1_> ? €= _67’17 n > 07 (332)
Uk, 0= (%0> ;o Yk o= <1/?0> , €=0, n=0. (3.33)

Usled postojanja dve neekvivalentne K tacke degeneracija svakog nivoa je dva puta veca od
standardne degeneracije eB/h (po jedinici povrsine, po spinu). Talasne funkcije (3.31) opisuju
elektronske ekscitacije u tackama K, dok (3.32) opisuju supljinske ekscitacije. Slu¢aj n = 0
zahteva podrobniju analizu.

Iz antikomutiranja matrice 8 sa matricama a'? sledi:

BH(k)3 = —H(k). (3.34)

Dobijena relacija u nasem slu¢aju ukazuje na elektron-supljina simetriju spektra hamiltonijana
H (k). Naime, ako je ¥ svojstvena funkcija H (k) za elektrone (Supljine), tada je SV svojstvena
funkcija H (k) za Supline (elektrone). Iz toga se zakljuc¢uje da (do na nebitni fazni faktor) vazi
ﬁ\IJKJ”O =Ug i Bk o= ‘I’K+,0a Sto zapravo znaci da jedna od talasnih funkcija Wy g i
‘I’K+,0 odgovara elektronima, a druga Supljinama odn. da je Landauov nivo n = 0, £ = 0 deljen
izmedu elektrona i Supljina.

Dobijeni zaklju¢ci omogucavaju jednostavno objasnjenje kvantizacije Holove provodnosti u
jednosloju grafena. Kao $to je poznato, Holova provodnost o, ispoljava karakteristi¢cne platoe
kada se Er nade izmedu Landauovih nivoa i trpi skokove o, za vrednost ge? /h kada Er prelazi
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Slika 3.7: Shematski prikaz kvantnog Holovog efekta u jednoslojnom grafenu. ¢ predstavlja
dodatnu degeneraciju sistema (u nasem slucaju je g = 4). Odgovarajuéi niz Landauovih nivoa
kao funkcija koncentracije nosilaca n prikazan je plavo i narandzasto za elektrone i $upljine,
respektivno.

Landauov nivo, gde je geB/h degeneracija tog nivoa. U slucaju grafena je g = 4. Posto je u
grafenu Landauov nivo sa energijom E = 0 uvek prisutan, nezavisno od ja¢ine magnetnog polja,
prelaskom Ep preko Dirakove tacke o, trpi skok za vrednost 4e?/h. Usled elektron-gupljina
simetrije 0, mora biti neparna funkcija energije. Zbog toga se prvi platoi za elektrone i Supljine
pojavljuju na 4+-2¢%/h. Kako Ef prelazi preko sledeé¢ih Landauovih nivoa Oy SE€ menja za 4e?/h
iz cega sledi kvantizacija data jednacinom (3.1) (0zy = —R;; na platoima jer tada R,, — 0).
Prethodno razmatranje ilustruje slika 3.7.

3.4 Objasnjenje KHE preko Berijeve faze

Objasnjenje KHE u grafenu moze se dati razmatranjem Berijeve faze. Vet je ukazano da izraz
(2.36) formalno podseca na Berijevu fazu. Medutim, izrac¢unavanje zasnovano na takvom izrazu
je tesko izvodljivo. Naime, moraju se koristiti slozene linearne kombinacije talasnih funkcija
Landauovih nivoa koje zadovoljavaju granicne uslove (2.20), §to je vrlo netrivijalno. Na sretu,
problemu se moze pristupiti i na drugi na¢in. Postojanje Landauovog nivoa na nultoj energiji je
karakteristika grafena i upravo njegov doprinos daje neuobicajenu kvantizaciju. Zato je dovoljno
izrac¢unati doprinos nultog Landauovog nivoa §to nam daje polozaj prvog platoa.

Najopstije razmatranje KHE u grafenu postize se razmatranjem modela jake veze u prisustvu
prosti celi brojevi. Takvo razmatranje je primenljivo za proizvoljna magnetna polja i nema
ogranicenja u pogledu energije jer ne koristi niskoenergijsku aproksimaciju. Usled postojanja
dvaju podresetki u grafenu, spektar je simetrican u odnosu na nulu. Pokazuje se da dolazi do
stvaranja 2q energijskih traka koje se javljaju u parovima suprotnih energija i 2¢ — 1 ivi¢nih
stanja izmedu energijskih traka [12]. Energije 2(¢ — 1) iviénih stanja zavise od talasnog broja i
javljaju se u parovima suprotnog znaka. Zato uvek mora postojati ivicno stanje nulte energije
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Slika 3.8: Shematski prikaz traka i iviénih stanja grafena u magnetnom polju. Ivi¢na stanja
su prikazana punim linijama dok su trake oznacene osencenim povr§inama izmedu isprekidanih
linija.

koje upravo odgovara nultom Landauovom nivou.

Pomenuto nultoenergijsko iviéno stanje nalazi se izmedu prvih traka pozitivne i negativne
energije koje se dodiruju tako da medu njima nema procepa, pa samim tim ni doprinosa prvom
Cernovom broju. Zato nema platoa oko nulte energije. Za neku odredenu vrednost g prvi
platoi se javljaju kada hemijski potencijal lezi u prvim procepima koji se nalaze izmedu prvih
i drugih traka pozitivne i negativne energije. Platoi su rasporedeni simetri¢cno u odnosu na
nulu, a skok medu njima se javlja usled doprinosa Landauovog nivoa nulte energije. Holova
provodnost zavisi od odnosa koncentracije nosilaca i ja¢ine magnetnog polja n/B, pa usled toga
ni prvi Cernov broj neée zavisiti od ¢ sve dok se hemijski potencijal nalazi u prvim procepima
tokom promene magnetnog polja odn. fluksa. Zato mozemo da svedemo njegovo izrac¢unavanje
na slucaj ¢ = 1. To je zapravo slucaj celobrojnog fluksa kroz sestougao p x ¢, (koji odgovara
¢istom gejdzu) i ceo racun za prvi plato se zato svodi na razmatranje problema bez magnetnog
polja u prvoj Briluenovoj zoni. U slu¢aju grafena dovoljno je aproksimirati niskoenergijski
spektar Dirakovim konusima jer upravo u njima lezi singularnost i izvor Berijevog polja. Kod
obi¢nih poluprovodnika pomenuti postupak se svodi na to da hemijski potencijal drzimo ispod
prvog Landauovog nivoa i vrsimo kontinuirani prelaz do slobodnog problema koji daje nulu
Holove provodnosti tj. trivijalnu kvantizaciju kojoj odgovara plato umesto rasta koji dobijamo
u grafenu oko nulte vrednosti odnosa n/B. Ponovo vidimo da je klju¢ za razumevanje KHE u
grafenu postojanje Landauovog nivoa na nultoj energiji.

Kada nema magnetnog polja, operatori magnetnih translacija postaju obi¢ni operatori trans-
lacija. Zato kvantni brojevi k; i ky, koji im odgovaraju imaju smisao koordinata talasnih vektora.
Svojstvene talasne funkcije Wi (r) elektronskih (+) i supljinskih (—) ekscitacija u okolini K
tacke (i obrnuto u okolini K_) koje zadovoljavaju grani¢ne uslove (2.20) date su izrazima:

ekt 7 gid(k)
Vi (r) = % ( o ) , (3.35)
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gde je ky + tky = ke'®®) | Posle ranije uvedene gejdz transformacije dobija se:

. 1 [eiok)

U= — : 3.36
Formula (2.24) za Holovu provodnost sadrzi sumu po popunjenim stanjima. U nasem slucaju su
popunjena stanja Supljinska i u K4 tacki im odgovaraju talasne funkcije Ui, Suma po popun-
jenim stanjima ¢e biti zamenjena integralom po Dirakovom konusu pomnozenom sa povr§inom
sistema L, Ly:

ie? dkydk, , OUF OUF ~ OUF OUf
Oal= 5 | TGRS - (GG, (3:37)
h DC (27’[') 8ky 8k3x 8km 3k‘y
Uvodenjem Berijevog vektorskog potencijala:
- 0UF 1
_ Ty L
AB - z<\Ilk| ok > le¢7 (338)
dobijamo sledeéi izraz za Holovu provodnost:
e? 0(Ag)y O(AB)x e?
= — — dkydky, = — dk .
(o =527 | om ok, adky =55 | Asdk (8:39)

gde se integracija u poslednjem integralu vrsi po kruznici koja je obod Dirakovog konusa. Prime-
timo da vektorski potencijal ima singularitet u k = 0 kao i da je njegov rotor jednak nuli za
k # 0. Ipak poslednji integral nije nula upravo zbog singulariteta u k = 0:

Apdk = 7. (3.40)
oDC
Zakljuéujemo da je odgovarajuée Berijevo "magnetno" polje singularno B = 7(k)e,. Dobijena
konfiguracija odgovara beskonacno tankom solenoidu u k = 0 sa fluksom 7. Koriste¢i dobijene
rezultate dobijamo doprinos Supljina iz nultog Landauovog za svaku od K. tacaka:
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(Toy)o = 57 (3.41)

$to upravo odgovara eksperimentalno uoéenom pomeraju 1/2. Doprinos elektrona je isti.

Uloga Berijeve faze sakrivena je u izrazu (3.40). Naime, u Briluenovoj zoni postoje dve
neekvivalentne K1 tacke u kojima hamiltonijan poseduje dvostruku degeneraciju i energijske
grane imaju oblik konusa. Usled toga se u tackama K. efektivno pojavljuju monopoli koji
daju netrivijalnu promenu faze kvazicestica koje, kvaziklasi¢no gledano, u k-prostoru opisuju
kruzne ciklotronske orbite oko tih tacaka. Kvazi¢estice u okolini K4 opisane su hamiltonijanom
Hk, (k) = £hvpk - o, $to je u saglasnosti sa opstim oblikom efektivnog 2 x 2 hamiltonijana
u tacki degeneracije (2.34) iz odeljka o Berijevoj fazi. Faza koju zadobiju cestice prilikom
opisivanja kruzne ciklotronske putanje oko k = 0 analogna je Aharonov-Bomovoj fazi, samo
$to u ovom slucaju imamo solenoid u k-prostoru umesto u obi¢nom. Za fermione koji opisuju
ciklotronske orbite, Berijeva faza doprinosi semiklasi¢noj kvantizaciji i utice na fazu Subnikov-de
Hazovih oscilacija. U jednoslojnom grafenu rezultat je pomeraj od 7 u fazi Subnikov-de Hazovih
oscilacija i neuobicajeni niz KHE platoa koji su pomereni za 1/2 u poredenju sa standardnim
poluprovodnicima u kojima je Berijeva faza jednaka nuli.
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4 Dvoslojni grafen

Uzorci dvoslojnog grafena mogu se dobiti istom metodom kao i jednoslojni grafen. Kristalnu
strukturu dvoslojnog grafena ¢ine dve resetke jednoslojnog grafena koje su medusobno povezane
slabijim Van der Valsovim silama. Rastojanje medu slojevima je 3.45A. Za opis dvosloja koriste
se Cetiri Braveove trougaone podresetke, u oznakama Al, Bl (donji sloj) i A2, B2 (gornji sloj)
¢iji raspored odgovara Bernalovom pakovanju. Naime, atomi iz A2 podresetke nalaze se tacno
iznad atoma iz A1l podrsetke dok su atomi koji pripadaju B2 podresetki smesteni direktno iznad
centara Sestouglova donjeg sloja, kao §to je prikazano na slici 4.1. Jedini¢na celija sadrzi cetiri
atoma Al, Bl, A2, B2. Pakovanje ove vrste je uo¢eno u grafitu, a takode i u dobijenim uzorcima
dvoslojnog grafena.

Slika 4.1: Resetka dvoslojnog grafena. Jediniéna ¢elija sadrzi cetiri atoma: Al, B1 iz donjeg
sloja i A2, B2 iz gornjeg sloja.

4.1 Elektronska struktura dvoslojnog grafena

Za opis elektronske strukture koristi se aproksimacija jake veze kao i u sluc¢aju jednoslojnog
grafena. Novost predstavlja interakcija medu atomima razli¢itih slojeva. Ispostavlja se da to
dovodi do potpuno drugacijih elektronskih osobina dvoslojnog u odnosu na jednoslojni grafen.
Izmena medu atomima unutar sloja opisuje se, kao i kod jednog sloja, parametrom t4151 =
taopz = t kome odgovara brzina unutar sloja vy = (v/3/2)ta/h, pri ¢emu je a konstanta
trougaonih podresetki. Interakcija izmedu slojeva ukljuCuje se u model kroz efekat izmene
medu parovima 2p, orbitala koje pripadaju atomima Al i A2 na istoj vertikali, §to se postize
parametrom t 4140 = t| . Posledica interakcije medu slojevima je stvaranje dimera od pomenutih
parova orbitala i formiranje visokoenergijskih grana. Poznate su vrednosti ovih energija izmene
u slucaju grafitat =~ 3eV it ~ 0.35eV iza ocekivati je da se ne razlikuju bitno i u dvoslojnom
grafenu. Ovakav model predstavlja minimalni model dvosloja. Moguce je ukljuéiti i druge efekte
izmene, ali oni dovode samo do finijih popravki i ne menjaju prirodu zakljucaka koji se mogu
izvesti iz minimalnog modela.
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Hamiltonijan koji odgovara pomenutom modelu je:

Ho = -t Z Z(aln?abl,nﬂﬁ,d + a;,n,abZ,nféi,o' + H’C')

n,o §;

A
+t1 (aJ{,n,aaZn,a + H.C.) + 5 (aJ{,n,aal,n,a + b17n+5i,ab1,n+5i,o)
2

n,o n,o

_% (a;n,o’aﬂ,n,a + b;n—éi,abln—éi,a)' (41)
n,o

Parametrom A koji predstavlja razliku €; — €3 energija atoma u dva sloja, €4 = A/2 i g =
—A/2, uvedena je moguénost asimetrije izmedu slojeva. Pomenuta asimetrija moze se postiéi,
recimo, ukljucivanjem elektricnog polja normalno na slojeve. Operatori aine, b1nt6;,0 SU
Fermi operatori za elektrone spina ¢ =7,] u donjem sloju na podresetkama A i B, dok su
a2n,0, b2 n—s;,c analogni operatori za elektrone u gornjem sloju. Koristec¢i Furije-razvoje Fermi
operatora, kao i ranije, dobija se hamiltonijan u impulsnoj reprezentaciji:

Z / 2m) 2{ S(k)a] 5 (k)by 5 (k) + S*(k)a , (k)by o (k) + H.c]

A
i [a] g (K)ag o (k) + H.e] + 2 fa] g (k)ay o (k) + b] 5 (K)by o (k)]
A
-3 [} o (K)as, o () + b) , (K)by o (k)] }. (4.2)
gde je S(k) ranije uvedeni geometrijski strukturni faktor. Uvodenjem spinora

U, (k) = (a1,6(k), a2,6(k), b2 5 (k), bl,a(k))T (4.3)

dobijamo hamiltonijan u matriénom obliku:

A/2 t 0 —tS(k)
O A o
—tS*(k) 0 0 A/2

Resavanjem svojstvenog problema Ho(k) dobijaju se éetiri energijske grane EX (k), a = 1,2, gde
je

t2 t2
+ )N 2SR A +R). (@)

B2 = 25 1 2 s
« 4 2

Ef (k) su grane nize energije, dok su Ey (k) visokoenergijske grane (’E;(k)’ >t ) koje odgo-
varaju "dimeru" A1A2 i rezultat su interakcije medu slojevima. Prikaz grana je dat na slici 4.2.

U slucaju simetri¢nog dvosloja (A = 0) izrazi za grane dobijaju prostiji oblik:

Ef(k) = i((—l)a% + % +121S(K)]?). (4.6)
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Slika 4.2: Energijske grane simetricnog (A = 0) (a) i asimetri¢nog (b) dvoslojnog grafena.

U okolini K tacaka vazi ¢t |S(K4 + k)| =~ hvpk, pa dobijamo:

EE(p) = £((~1)%m v + ) (m*v})? + p203), (4.7)

gde je p = hk impuls kvazicestica, a m* =t /(2v%) ~ 0.05m,. njihova efektivna masa. Masa
kvaziCestica generisana je interakcijom medu slojevima. Ukoliko nema takve interakcije odn. ako
imamo dva nezavisna sloja, dobijaju se bezmasene kvazicestice linearne disperzije karakteristi¢ne
za jednosloj. Prvi ¢lan u (4.7) zato odgovara doprinosu interakcije medu slojevima, dok drugi
odgovara interakciji unutar pojedina¢nog sloja. Vidimo da su kvazicestice unutar slojeva masene
1 relativisticke sa "brzinom svetlosti" vg.

Moze se uociti da se niskoenergijske grane dodiruju u K tackama, tj. da je simetri¢ni dvosloj
poluprovodnik bez procepa, kao $to je i jednoslojni grafen. Uvodenje asimetrije otvara energi-
jski procep. Time je stvorena mogucénost kontrolisanja veli¢ine procepa spoljasnjim elektriénim
poljem. Dvoslojni grafen je jedini materijal ¢ija se elektronska struktura tako bitno menja pri-
menom elektri¢nog polja. Stoga je za ocekivati da ée biti veoma pogodan za primenu u elektronici
naradne generacije.

Za niske energije dobija se sledeca priblizna disperziona relacija:
h2 k‘2
2m*
Dobijena kvadratna zavisnost energije od talasnog vektora ukazuje na bitno drugaciju prirodu
ekscitacija u simetricnom dvoslojnom grafenu u odnosu na jednoslojni. Na osnovu energijskog
spektra moze se pomisliti da se ekscitacije ponasaju kao "klasi¢ne" masene Cestice. Medutim,
pokazuje se da su i u ovom sluc¢aju kvazicestice kiralne, tj. da se mogu opisati hamiltonijanom
koji kombinuje vandijagonalnu strukturu Dirakovog hamiltonijana sa ¢lanovima p?/(2m*) koji
su svojstveni Sredingerovim Gesticama.

Kao i u slucaju jednoslojnog grafena radicemo u kontinualnoj aproksimaciji. Hamiltonijan
u okolini K tacaka ima sledeci oblik:

A2 &ty 0 hvpk_
0 o §t 1 —-A / 2 hv Fk+ 0
Hi (k) =& 0  hwpk. —A)2 0 ’
hvpk 0 0 A/2

Ef (Ky +k)=+ (4.8)

(4.9)
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pri ¢emu su uvedene oznake ki = k, + tky, k_ = k, — ik,,. Hg{+ (k) je zapisan u spinorskom
bazisu

Uk, o(k) = (a1,0 (Kt + k), a25(K+ + k), ba o (K + k), b1 o (Kt + k)T (4.10)

dok je za HY% (k) odgovarajuéi bazis dat spinorima

Uk (k) = (a20(K_ +k),a10(K_ +k), b1 o(K_ +k), b (K_+k))T. (4.11)

Hamiltonijan H%{g (k) sadrzi informaciju o visokoenergijskim granama E2i, te je nepodesan za

analizu transportnih osobina dvosloja koje zavise od nosilaca iz niskoenergijskih grana Efc
Zato je potrebno naci niskoenergijski efektivni hamiltonijan koji ¢e sadrzati samo informaciju o
granama ET. U tom cilju napisacemo H%E (k) u obliku 2 x 2 blokova:

Hyq H12> (4.12)

Hig, (k) =
i (k) <H21 Hao

gde je H11 = tJ_O'x + 5%02, H12 = H21 = fh’UF(kax + kyO'y) i H22 = —5%02. Blok H22 je
u vezi sa niskoenergijskim granama, Hij sa visokoenergijskim, a Hio i Hs; povezuju visoko i
niskoenergijske grane. Svojstveni problem za Hk, (k) se moze zapisati u obliku:

Hy1 Hig\ (¥ vy H11 V1 + Hi2¥o = BV,
=F <= . 4.13
(H21 H22> (‘I/2> <\112> Hy1 U + Hyo Uy = EVU,y (4.13)

Iz prve od jednacina sledi ¥; = —(Hy; — E)"'H12V¥5, pa zamenom u drugu dobijamo (Hag —
Hgl(Hu — E)ilng)\pg = EWV,y odakle je Heff(E) = Hyy — Hgl(Hn — E)ilng. Ukoliko
posmatramo niskoenergijski slucaj tada je (Hi; — F)~! ~ Hﬁl, pa je niskoenergijski efektivni
hamiltonijan Hepp = Hos — Ho1 Hy ' Hi2. Smatrajuéi da je |A| < ¢ dobija se:

. h2v? 0 k_)2
0 = et (ol Oy ) e
_ A1 0 B2 A (k_ky 0
ha = 45 <o —1)+ 7 E( 0 —k+l<:>' (4.14)

Efektivni hamiltonijan za K¢ tacku Hlegg ! (k) deluje u potprostoru obrazovanom talasnim funkei-
jama koje odgovaraju elektronima na podresetkama B1 i B2 i primenljiv je u opsegu energija
|E| <ty /4. Prvi ¢lan u H&f& ! (k) odgovara procesu izmene izmedu mesta B1 i B2 preko dimera
A1A2. Takav proces ukljuéuje izmenu unutar prvog sloja izmedu mesta B1 i Al (kojoj odgo-
vara ¢lan hvpk, iz H%Q (k)) pracenu prelazom medu slojevima sa Al na A2 (kome odgovara
¢lan ¢) i na kraju izmenu unutar drugog sloja izmedu mesta A2 i B2 (kojoj odgovara ¢lan
hvrk.). Na taj naéin se dobijaju vandijagonalni ¢lanovi A%(k+)?/(2m*) sa efektivnom masom
m* =t /(2v%) koja odrazava energijsku cenu ¢, prelaza putem dimernog stanja A1A2. Zbog
toga kvaziCestice u simetricnom dvosloju imaju kvadratnu disperziju Ei (k) = +h%k%/(2m*).
Clan h, odrazava asimetriju medu slojevima i dovodi do otvaranja procepa velicine ~ A.
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Slika 4.3: Holove otpornosti p,, i p,, merene kao funkcija B pri nepromenjenim koncentracijama
elektrona n ~ 2.5 x 10'2 cm™2 dobijenim efektom elektricnog polja.

Da bi se bolje uvidela priroda kvazicestica u simetri¢cnom dvosloju, napisatemo hamiltonojan
HilY (k) u obliku:

eff & 2 2 h2k?
Hg!(k) = —¢ 5 (k% — ky)ow + 2kphyoy] = —€ 50 (4.15)

k = k(cosgy,singy), n = (cos(2¢y ), sin(2¢y)). (4.16)

Kao i u slu¢aju jednoslojnog grafena uocava se da su kvazicestice kiralne. Za elektron/Supljinu
energije £h2k2/(2m*) iz K tacke vazi o - niy,, = F.y pri cemu gornji znak odgovara elek-
tronima, a donji Supljinama. Znaci da je pseudospin elektrona antiparalelan, a Supljina paralelan
vektoru n. Odgovarajuce kvazicestice u K_ tacki imaju suprotnu kiralnost. Na taj nac¢in se u
dvosloju grafena nailazi na sasvim novi i kontroverzni tip kvazicestica - na masene kiralne fermi-
one. U KED kiralnost odgovara bezmasenim ¢esticama, te se u jeziku KED izrazi "masene" i
"kiralne" ne mogu odnositi na isti objekat. Stoga dvoslojni grafen nudi zanimljivu moguénost
ispitivanja masenih kiralnih fermiona kvadratne disperzije.

4.2 Kvantni Holov efekat u dvosloju

Uzorci dvoslojnog grafena na kojima je ispitivan kvantni Holov efekat dobijeni su od strane
Novoselova i saradnika ve¢ pomenutim postupkom koris¢enim za jedan sloj grafena. Promenom
napona izmedu grafena i silicijum-dioksidne podloge omoguceno je indukovanje koncentracija
elektrona i upljina n sve do 10'3ecm™2. Slika 4.3 prikazuje tipicno KHE ponasanje u dvoslojnom
grafenu pri nepromenjenom ulaznom naponu V; (a samim tim i nepromenjenoj koncentraciji nosi-
laca n) u magnetnom polju B jacine sve do 30T. Platoi se jasno uocavaju u Holovoj otpornosti
Pyy U jakim magnetnim poljima i pra¢eni su nultom longitudinalnom otpornostu p,,. Dobijeni
niz platoa opisan je jednacinom p,, = h/(4Ne?), gde je N ceo broj razlicit od nule. To je isti
niz koji se oc¢ekuje za dvodimenzioni sistem slobodnih fermiona uz ¢etvorostruku degeneraciju
koja je prisutna u grafenu usled 2 vrednosti spina i 2 neekvivalentne K tacke. Medutim, bitna
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Slika 4.4: Holova provodnost o4, (a) i longitudinalna otpornost p,, (b) kao funkcije koncentracije
nosilaca n pri nepromenjenom B i na temperaturi 7' = 4K. Pozitivne vrednosti n odgovaraju
elektronima, a negativne supljinama. Holova provodnost 0., = p,,/ (piy + p2,) je izracunata iz
eksperimentalnih krivih za p;, 1 p,,. 0zy prolazi nulu bez ikakve naznake platoa nultog nivoa
koji bi bio o¢ekivan u obi¢nom 2D sistemu.

razlika izmedu uobic¢ajenog i dobijenog KHE ispoljava se u rezimu malim popunjenostima v < 1.
Ovakav rezim se pogodno ispituje pri nepromenjenom B menjanjem koncentracija elektrona i su-
pljina i prolaskom preko tacke neutralnosti [n| ~ 0 u kojoj p,, menja znak i gde je v = 0. Posto
su pokretljivosti nosilaca z u dobijenim uzorcima tipi¢no oko 3000 cm?V~—!s~! i slabo su zavisne
od n, merenja pri konstantnom B omoguc¢avaju bolji uvid u KHE. Takvim merenjima odgovara
skoro konstantni parametar B koji odreduje kvalitet kvantizacije, sto omogucava istovremeno
uocavanje nekoliko KHE platoa samo jednim prolaskom kroz naponski opseg pri srednje jakim
magnetnim poljima (slika 4.4a). Period An kvantnih oscilacija p,, kao funkcije n odreden je
degeneracijom geB/h Landauovih nivoa. Na slici 4.4b je n &~ 1.2 x 10*2cm™2 pri B = 12T, &to
daje g = 4 i potvrduje dodatnu cetvorostruku degeneraciju u grafenu. Slika 4.4a pokazuje da,
iako Holovi platoi u dvoslojnom grafenu prate celobrojni niz o4, = +(4€?/h)N za N > 1, nema
ni traga od N = 0 platoa kada je o, = 0, koji se o¢ekuje za obi¢ne 2D fermionske sisteme. U
ovome je ponasanje dvosloja slicno KHE kod bezmasenih Dirakovih fermiona u jednoslojnom
grafenu (slika 3.4), gde takode nema N = 0 platoa ve¢ se javlja skok o, pri prolasku kroz tacku
neutralnosti, $to je bilo objasnjeno kao posledica postojanja Landauovog nivoa nulte energije.
To ukazuje na postojanje Landauovog nivoa energije nula i u dvoslojnom grafenu. Medutim,
u dvosloju pomenuti skok ima dvostruku visinu i pracen je centralnim pikom u p,, koji je dva
puta §iri od ostalih pikova (slika 4.4b). Duplo $iri pik ukazuje da prelaz izmedu najnizeg $upljin-
skog i najnizeg elektronskog Holovog platoa u dvoslojnom grafenu zahteva duplo vise nosilaca
nego $to je potrebno za prelaz medu ostalim KHE platoima. To zna¢i da Landauov nivo nulte
energije ima dva puta vetu degeneraciju od ostalih tj. 2 x 4eB/h, §to se, kako se pokazuje, moze
posmatrati kao dva Landauova nivoa koji se spajaju pri |n| = 0.

Treba jos napomenuti da su neprekidna merenja preko v = 0 bila neizvodljiva kod uobicajenih

39



of P (k'Q)I.I 20T 9 Py (KQ) ot
a | ll"l 10T
o Yot ° 6
M
3 Bﬂj/ \‘{ | A 3 T=4K 3t
NI b d
0 1 — L i I 0 IS
50 0 50 0 5 10 15 0 100 200 300
Vg (V) B (T) Vv (V) T (K)

Slika 4.5: Otpornost dvoslojnog grafena u blizini nultih koncentracija nosilaca kao funkcija
magnetnog polja i temperature. Pik u p,, ostaje reda h/(4€?), nezavisno od B (a, b) i T (c, d).

2D sistema. Kod njih je plato na nultoj energiji u Holovoj provodnosti o4y = p,,/ (P2, + pgy)
posledica brzog (¢esto eksponencijalnog) porasta longitudinalne otpornosti p,, > h/e? sa po-
rastom B i smanjenjem temperature 7' pri popunjenostima v < 1, §to ukazuje na neprovodno
stanje. Da bi se obezbedilo direktno poredenje sa standardnim KHE merenjima, na slici 4.5 je
prikazana zavisnost p,, u dvoslojnom grafenu od magnetnog polja B i temperature 7" u okolini
v = 0. Dvoslojni grafen poseduje malu magnetootpornost sa slabom temperaturskom zavis-
noscéu u tacki neutralnosti, sto je u upadljivoj suprotnosti sa standardnim KHE ponasanjem. Iz
toga sledi da o,y u dvosloju ne iS¢ezava na nekom intervalu v i uzima vrednost nula samo u
jednoj tacki u kojoj p,, menja znak. Zacudujuca je Cinjenica da se vrednost pika p,, priblizno
odrzava u blizini h/(4€?) pri jacinama polja i do 20T i temperaturama od 1K. I ona dodatno
ukazuje na odsustvo procepa u spektru Landauovih nivoa pri nultoj energiji. Kona¢na vrednost
P U limitu niskih koncentracija nosilaca i u nultom magnetnom polju nadena je i u jednoslo-
jnom grafenu. Uoceni efekat je u sluc¢aju jednoslojnog grafena bio u kvalitativnom slaganju sa
teorijom koja konacnu provodnost i odsustvo lokalizacije pripisuje spektru ekscitacija sliénom
relativistickom. Dvoslojni grafen ima uobicajeni kvadrati¢ni spektar usled ¢ega su postojanje
maksimuma otpornosti od ~ h/(4e?) i njegova slaba zavisnost od B sasvim neocekivani.

4.3 Landauovi nivoi u dvoslojnom grafenu i objasnjenje KHE

Kao i ranije, za osnovno razjasnjenje KHE neophodno je da znamo spektar Landauovih nivoa.
Razmotricemo dvoslojni grafen u konstantnom normalnom magnetnom polju B = Be,, B > 0.
Neka je A(z,y) odgovarajuéi vektorski potencijal za koji je B = 0Ay(x,y)/0x — 0A(z,y)/0y.
Hamiltonijan u magnetnom polju se dobija iz "slobodnog" hamiltonijana minimalnom smenom
k — k =k + e/hA(i0/0k) kojoj odgovara smena ki — mi=k, £ ik, u (4.9). Tako se dobija
slede¢i hamiltonijan za dvosloj u magnetnom polju:

A2 &ty 0 hvpm_
B &y —A/2 hvpmy 0
Hc (k) = € 0 hopm_  —A/2 0
hvpmy 0 0 A/2

(4.17)

Neka je U = (U, Uy, W3, Uy)T talasna funkcija za koju vazi Hk, (k)Up = EVg. Svojstveni
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problem Hk, (k) je ekvivalentan sledecem sistemu jednacina:

1) 1)
T Wy = (e — 5)‘1’1 — &1 Wy, W3 =—E7 W + (§e+ 5)‘1’2, (4.18)
1) 1)
T_Wy = (§e + 5)‘1’3, T W = (e — 5)‘1’47 (4.19)

pri ¢emu su uvedene oznake ¢ = E/(hvr), 0 = A/(hvp), 71 = t1 /(hvp). Talasne funkcije ¥y
i Uy (koje dominiraju pri vi§im energijama) moguée je izraziti iz (4.18) preko W3 i ¥y (koje
dominiraju na nizim) na sledeéi nacin:

v, = % ((55 + g)ﬂ—\h + fTLW+‘I’3> ,
W - 2+ ((se ~Dyrwst §TM\I’4> , (4.20)

gde je D = 2 — §%/4 — 72 # 0. Uvrstavanjem dobijenih izraza u (4.19) dobijamo sledete dve
jednacdine:

(fe+ g)D‘I’3 = (fe— g)ﬂ—mr‘l’?) + &7y (mo)? Wy,
(fE — g)D\I/4 = §TJ_(7T+)2\II3 + (58 + g)7r+7T_\I/4. (4.21)

Oznacimo sa |n) svojstvenu funkciju operatora mm_ za koju vazi mym_ |n) = 2neB/h|n), gde

n € Ng. Tada je 7_|n) = \/2eB/hy/n|n —1) i 7T+ |n) = \/2eB/hv/n+ 1|n+1). Potrazimo
resenja sistema (4.21) u obliku U3 = C3|n — > = Cy4|n), za n > 2. Dobijamo da koeficienti
Cs i C4 moraju da zadovolje jednacine:

e+ 9D 2L - ><sa——>} 2P uln—D0s = 0,

—@ETJ_\/TZ(TZ —1)C5 + [ € — é)D — @n(ée + 5)] Cy = 0, (4.22)

koje imaju netrivijalno resenje ukoliko je £e nula polinoma ¢etvrtog stepena:

2
Py(z;0,71) =0, Py(x;0,71)= [(x - g)2 - %n} l:(ZL‘ + g)Q - %(n - 1)} — 7% (2? - %)
(4.23)
Moze se pokazati da dobijena jednacina u svim slu¢ajevima od interesa ima Cetiri realna resenja
za koja vazi x( ) < ,(12) <0< %(13) < xsfl). Energije Landauovih nivoa (u jedinicama hAvp do

kraja odeljka) u tackama K. su tada 6552[ (n) = :l:x,(«f), 1 =1,2,3,4. Resenja 1:7(11) 1 :U$L4) daju
(2 ; .(3)

visokoenergijske nivoe, a xy ' i xy  niskoenergijske. Postojanje nisko i visoksenergijskih nivoa
je ocekivano jer u spektru van magnetnog polja postoje nisko i visokoenergijske grane. Talasne
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funkcije koje odgovaraju dobijenim energijama su:

vl (n) = NO@P (), 03 (0), w5 (n), 0P ()T, i =1,2,3,4,

U n) = i@ = 5)n 1), W) =[Zn— @ =5 -1),
(i) _ [2eB y/n—1 2eB G é 9 _ (i) _ @

‘113 (T‘L) - h $£Z) ot 5/2 A n (xn 2) ] |n 2>7 \II4 (n) - éTL A \/ﬁ’n>7
NP = (Z2n 4 @) - 27 + 14 B2t 2 o) Sy,

2

gde je ./\/}Si) normalizacioni koeficijent.
Do sada su razmotrena resenja za n > 2. Pretpostavljanjem resenja jednacina (4.21) u obliku
U3 =0, ¥y = Cy]1), $to formalno odgovara izboru n = 1, dobija se jednacina treteg stepena
koju mora da zadovolji &e:
5., 6 5. 2B §

Py(z;0,71)=0, Pi(x;6,71)=(x—=)(z ———TJ_)——(.’E-Fi). (4.25)

Formalno, postoji i ¢etvrta moguénost {& = —d/2, ali to daje samo trivijalno resenje koje

nije od interesa. Lako se uvida da vazi Pi(0/2;6,7,) = —2eB/h-6 i Pi(—6/2;6,7,) = 7296,

pa polinom P;(z;d,7 ) ima nulu xgl) koja pripada intervalu (—|d] /2,]d| /2) i daje Landauove

nivoe niske energije. Postoje jos dve realne nule Pj(x;d,7) za koje vazi ZL‘§2) < —4 /7'3_ +62/4,

\/7'3_ + 62 /4 < :1:53) i koje daju visokoenergijske Landauove nivoe. Energije nivoa u tackama K
(4)

su u ovom slucaju sKi(l) = :l:xgi), i = 1,2, 3. Pridruzene talasne funkcije date su izrazima:

il (1) = MO (), 980 (1), ¥ 0, 90 (1), i=1,23,

i 3 1) i 2eB i 1)
v = i@’ - D), W) =[5 - @ - 5710,
i i 2eB
v () =0, w)=eriy /5=,
i 2eB 7 ) 2eB i ) _
N = {5+ @ = A+ 5~ @ - )2 (4:26)

Sistem (4.21) ima jo§ jedno resenje W3 = 0, Uy = |0), pri ¢emu mora biti £&& = §/2. Dobijeni
Landauovi nivoi u ovom slu¢aju formalno odgovaraju izboru n = 0 i imaju energije 5%1(0) =
+§/2. Svojstvene funkcije koje im odgovaraju su:

Wi (0) = (0,0,0,[0))"" (4.27)

Potrebno je odrediti degeneraciju dobijenih Landauovih nivoa. Ukoliko je x nula P, (z;0,7] )
(n > 1) tada —z nije, osim kod simetri¢nog dvosloja kada je 6 = 0. To sledi iz o¢igledne osobine
polinoma P, (—xz;—9,7,) = Py(x;0,71) (n > 2) i Pi(—z;—6,71) = —Pi(z;9,71). Stoga treba
razmotriti posebno simetri¢ni i asimetri¢ni dvosloj.
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U slucaju asimetricnog dvosloja za svako n > 2 postoji osam moguéih energija:

<0 >0 <0 >0
{_‘7324)7 _$$13)7 —.1'7(12), _x'gll)7 .1'7(11) ) xng)a x'gl,:g)? .%'7(14)}, (428)
K- K,

za n = 1 postoji njih Sest:

<0 >0 €(—[6]/2,00]/2) <0 >0

—~SN SN —N— AN S
{zat? e, o oV al? ), (4.29)
K_ K. K K,

dok za n = 0 postoje samo dve:
{=4d/2,0/2}. (4.30)
——
K- Ky

Moze se uociti da je ukupni spektar simetrican u odnosu na nultu energiju kao i da u spektru ne
postoji Landauov nivo sa energijom nula. Degeneracija svakog nivoa je 2eB/h (mnozitelj dva je
zbog spinske degeneracije). Posto je struktura Landauovih nivoa i njihova degeneracija (do na
mnozitelj 2) kao u klasi¢nom slucaju, zakljucuje se da asimetricnom dvosloju grafena odgovara
uobi¢ajeni KHE uoc¢en kod standardnih poluprovodnika sa kvantizacijom o4, = (2¢%/h)N, N €
7.

Simetri¢ni dvosloj je zanimljiviji. Buduéi da je § = 0 jednacine se upros¢avaju pa e biti
prikazani eksplicitni izrazi za energije. Ukoliko je € moguca energija tada je to i —e, pa za svako
n > 2 postoje samo cetiri energije Landauovih nivoa:

@ = —:zg):l(\/rijL%(\/ﬁﬂ/n—l)?Jr\/rijt%(\/_—\/n—n?),

2

o) = o =1 fm  2Bm vamip - 2B - v, sy

Talasne funkcije \IJ%)Jr (n)i \Ilgjl) (n) odgovaraju energijama E%)Jr (n) = o ) 5§ji) (n),

1=1,2,3,4, pa se degeneracija Landauovih nivoa udvostruc¢uje. Kao $to smo videli, postojanje
asimetrije medu slojevima bi ukinulo dupliranu degeneraciju. Za n = 1 postoje tri energije:

2eB 2eB
{mgl) = 0,1:52) = —y/7% + %,mf") =/ + eT} (4.32)

Talasne funkcije \Ilﬁa(l) i \Ilﬁl (1) odgovaraju energiji nultoj 5%1(1) = 5&2(1), dok \Ilﬁg(l) i
\Ilggil)(l) odgovaraju energijama 5%&(1) = a:gl) = —xg5_l) = Egjl)ﬂ), i = 2, 3. Ponovo se uocava
dupliranje degeneracije Landauovih nivoa. Veoma je bitna ¢injenica da se u simetri¢nom dvosloju
pojavljuje Landauov nivo nulte energije koji je bio odsutan u prisustvu asimetrije. On nastaje
iz dvaju nivoa energija :l:xgl)(é # 0) koji se, buduéi iz intervala (—|d]/2,]d| /2), u grani¢nom
slucaju 6 — 0 spajaju u jedan nivo nulte energije. I u sluéaju n = 0 dobijamo Landauov nivo
nulte energije usled spajanja dvaju nivoa sa energijama +4/2 u grani¢nom procesu 6 — 0. Sli¢no

kao malocas, talasne funkcije \Ilgl (0) i \Ilgl (0) odgovaraju nultoj energiji. Pomenuta analiza
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Slika 4.6: Shematski prikaz KHE u dvoslojnom grafenu. g predstavlja dodatnu degeneraciju sis-
tema (u nasem slucaju je g = 4). Odgovarajuéi niz Landauovih nivoa kao funkcija koncentracije
nosilaca n prikazan je plavo i narandzasto za elektrone i Supljine, respektivno.

dovodi do zakljucka da je degeneracija Landauovog nivoa nulte energije jednaka 8eB/h, dok je
za sve ostale nivoe degeneracija 4eB/h.

Izlozeni algebarski metod je gejdz-nezavistan i kao takav predstavlja uopstenje metoda ko-
riséenog u referenci [16]. U referenci [14] je umesto potpunog 4 x 4 hamiltonijana razmatran
efektivni niskoenergijski 2 x 2 hamiltonijan koji je primenljiv samo u opsegu energija |e| < 7, /4,
pa su dobijeni rezultati samo priblizni. U slu¢aju Landauovih nivoa za koje vazi 8neB/h < Ti,
sto je tacno ili za slabo B ili za dovoljno male vrednosti n, izrazi (4.31) za niskoenergijske nivoe

postaju:
2O = 0 & 2B e (4.33)

no ht 1
sto predstavlja spektar dobijen u [14].
Resenja dobijena u slucaju jednoslojnog grafena takode su sadrzana u (4.31). Dvosloj se
moze svesti na dva nezavisna jednosloja ukoliko nema interakcije medu slojevima. U nasem
modelu to znaci da je 7, = 0, pa se izrazi (4.31) svode na:

2@ = a0 — %ﬁ, 2® = @ _ % m— (4.34)

sto je upravo rezultat (3.28) dobijen za jednoslojni grafen.

Jedna od posledica kiralne prirode kvazicestica u simetricnom dvoslojnom grafenu je pos-
tojanje Landauovog nivoa nulte energije. To objasnjava uoceni neuobicajeni KHE. U Holovoj
provodnosti 04, mora postojati skok pri prelazu preko tacke neutralnosti posto se pomenuti Lan-
dauov nivo nalazi na granici izmedu elektrona i supljina. Buduéi da pritom ima i degeneraciju
dva puta vetu od ostalih nivoa, potreban je dva puta veti broj nosilaca za njegovo popunjavanje
(u odnosu na ostale Landauove nivoe), tako da prelaz medu odgovaraju¢im KHE platoima mora
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biti dva puta giri (8eB/h umesto 4eB/h). Takode, skok u o, medu platoima mora biti dva
puta veéi (8e2/h umesto 4e%/h) u odnosu na ostale skokove. Sve to daje uocenu kvantizaciju
0zy = (4€2/h)N, N € Z\{0}. Ova razmatranja ilustrovana su na slici 4.6.

4.4 Berijeva faza i KHE u dvosloju

Objagnjenje KHE u jednoslojnom grafenu preko Berijeve faze oslanjalo se na opstija razma-
tranja modela jake veze u magnetnom polju. Odgovarajuca teorija za dvoslojni grafen jos uvek
ne postoji. Medutim, dvoslojni grafen takode poseduje neke osobine koje su bile bitne za razma-
tranja u jednoslojnom grafenu. To se odnosi na dvostruku degeneraciju spektra u K tackama i
na postojanje Landauovog nivoa nulte energije. Zato cemo smatrati da je slicna argumentacija
primenljiva i u sluc¢aju dvosloja. Analogno jednosloju, bi¢e naden doprinos nultog Landauovog
nivoa koriste¢i talasne funkcije sistema bez magnetnog polja.
Kvazicestice u okolini K4 tacaka opisane su efektivnim 2 x 2 hamiltonijanom:

. h2k2 0 €2i¢(k) h2k?
Hl () = o <6—2i¢(k) 0 ) o (4.35)
ky +ik, = ke k) Ng + iny = 2ol (4.36)

$to je u saglasnosti sa opstim oblikom efektivnog hamiltonijana u tacki dvostruke degeneracije
(2.34). Svojstvene talasne funkcije Wi (r) elektronskih (+) i supljinskih (—) ekscitacija u okolini
K tacke (i obrnuto u okolini K_) koje zadovoljavaju grani¢ne uslove (2.20) date su izrazima:

otkr 210 (k)
Wlf(r)—W( 1 ) (4.37)

Posle odgovarajuce gejdz transformacije dobija se:

- 1 [e2ie(k)
£ _
\Ijk_\/§< -1 ) (4.38)

Uocava se da je jedina razlika u odnosu na jednoslojni grafen u faktoru 2 u eksponentu. Kao i
u slucaju jednoslojnog grafena, doprinos Holovoj provodnosti daju supljine kojima u K4 tacki
odgovaraju talasne funkcije \ili Doprinos nultog Landauovog nivoa Holovoj provodnosti dat je,
po analogiji sa jednoslojem:

2
(0ay)o = ;r—h 72 Apdk, (4.39)

gde se integracija u poslednjem integralu vrsi po kruznici C' koja je odabrana tako da odrzava
broj stanja. Berijev vektorski potencijal koji u ovom slucaju je:

ovf 1

Primetimo da je vektorski potencijal dva puta ve¢i nego odgovarajuci za jednosloj, pa je zato i
Berijeva faza duplirana:

VBerry = chBdk = 2r. (4.41)
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Iz dobijenih rezultata sledi da je doprinos Supljina iz nultog Landauovog nivoa za svaku od K4
tacaka jednak:

62

(ny)o = E, (4.42)
$to stvarno daje uoceni niz platoa.

Moglo bi se ocekivati da Berijeva faza od 27w ne uti¢e na niz KHE platoa. Medutim, iz
ranije analize je poznato da Landauov nivo nulte energije ima dva puta vetu degeneraciju od
ostalih. Za obi¢ne poluprovodnicke sisteme (u kojima nema Berijeve faze) energija je data sa
E, = hw.(n+1/2) i najnizi nivo ima kona¢nu energiju fuw./2, pa zato postoji plato za n = 0. U
dvoslojnom grafenu je E,, &~ hw./n(n — 1), pa dva najniza nivoa Ey = E; imaju nultu energiju.
Postojanje duplo degenerisanog Landauovog nivoa na nultoj energiji uzrok je odsustva platoa za
n = 0 i niza platoa na celobrojnim vrednostima. Na taj nac¢in, Berijeva faza 2w, nerazli¢iva od
nulte u kvaziklasi¢cnom limitu n > 1, ipak se razotkriva u dupliranoj degeneraciji Landauovog
nivoa n = 0.
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5 Zakljucak

Dosadagnja teorijska i eksperimentalna znanja o grafenu predstavljaju samo vrh ledenog brega.
Prve uocene osobine su vet postavile pred fizicare brojna pitanja i otvorile verovatno nesluc¢ene
mogucénosti primene grafena u tehnologiji buduénosti.

Osnovna fenomenologija KHE, uloga neuredenja, zatim Laflinov argument koji je ukazao na
topologku prirodu Holove provodnosti, sam pristup preko topologkih invarijanti i Berijeva faza su
obradeni u drugom poglavlju. Centralni deo poglavlja predstavlja dovodenje Holove provodnosti
u vezu sa Cernovim brojevima koriséenjem Kuboove teorije linearnog odziva. Iskoriséeni pristup
je opstiji od TKNAN teorije jer je ne koristi Blohove talasne funkcije neinteragujuceg sistema,
pa je samim tim primenljiv i na frakcioni KHE. Uloga neuredenja i Berijeva faza su obradeni u
meri potrebnoj za objasnjenje KHE. Na slikovitom primeru je ukazano na konceptualno vaznu
¢injenicu da Berijevo polje ima izvore u monopolima u prostoru parametara.

Jednoslojni grafen je obraden u tretem poglavlju. Dat je prikaz eksperimentalnih ¢injenica
u vezi sa KHE. Glavni deo predstavlja elektronska struktura grafena i KEDo 11 opis preko Di-
rakove jednacine koji se zasnivaju na modelu jake veze. U tom svetlu je dat osvrt na kiralnost
kao svojstvo bezmasenih nosilaca u jednoslojnom grafenu koje nije uobicajeno u sistemima fizike
kondenzovane materije. Odredeni su Landauovi nivoi algebarskim metodom koji je nezavistan
od izbora gejdza i objasnjena eksperimentalno uocena kvantizacija Holove provodnosti. Izracu-
navanje Berijeve faze koris¢éenjem talasnih funkcija slobodnih fermiona opravdano je uz pomoé
opstijih razmatranja koja polaze od modela jake veze na resetki grafena u magnetnom polju.
Takvim modelom je moguée predvideti KHE u celom energijskom opsegu, §to je ve¢ prisutno
u literaruri. Razmatranja tog tipa se u bitnoj meri oslanjaju na numeriku i topolosku ekviva-
lentnost resetke grafena sa kvadratnom i m-fluks resetkom. Do danas nije naden analiticki nacin
direktnog izracunavanja Holove provodnosti polazeé¢i od njene veze sa prvim Cernovim brojem,
kao sto je to uradeno za kvadratnu resetku. To je izazov za buduca istrazivanja.

Cetvrto poglavlje bavi se dvoslojnim grafenom. Odredena je njegova elektronska struktura
i ukazano je na razlike izmedu simetri¢nog i asimetri¢nog dvosloja. Takode je dat i efektivni
niskoenergijski opis koji razotkriva neobi¢nu prirodu nosilaca koji su maseni kiralni fermioni.
Moguca su prosirenja modela ubacivanjem dodatnih efekata izmene koji su zanemareni. To
dovodi do trigonalne distorzije i daje bolji uvid u osobine dvosloja. Eksperimentalni podaci za
KHE su takode izlozeni i dato je objasnjenje izrac¢unavanjem spektra Landauovih nivoa. Spektar
je ponovo dobijen algebarskim metodom iz potpunog hamiltonijana. Na taj na¢in su dobijeni
i visoko i niskoenergijski nivoi za asimetri¢ni i simetri¢ni dvoslojni grafen i uspostavljena veza
sa eksperimentom. Berijeva faza je i u ovom sluc¢aju povezana sa uoc¢enim KHE. Landauovi
nivoi su, kao i kod jednoslojnog grafena, odredeni u kontinualnoj aproksimaciji. Model jake veze
za resetku dvosloja u magnetnom polju nije razmatran u literaturi. Bilo bi zanimljivo izvrsiti
bar numericku analizu celog spektra Landauovih nivoa polazeéi od takvog modela. Osobine
dvosloja bitno zavise od normalnog elektricnog polja jer to dovodi do otvaranja procepa u
spektru. Paralelno magnetno polje bi uticalo na uvodenje kompleksnih parametara izmene
medu slojevima $to moze da uspostavi vezu sa topoloskim fazama i ukaze na nove pojave.
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