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Фролихов модел Сандра Планинчић

Оваj рад jе израђен у Лабораториjи за примену рачунара у науци (Scientific Computing
Laboratory) Института за физику у Београду.

Захваљуjем се свом ментору, др Ненаду Вукмировићу, на подршци, саветима и
корисним сугестиjама током израде овог рада. Посебно сам му захвална што ми
jе омогућио да се укључим у истраживачки рад Института, упознам начин рада
у оквиру научне групе и користим ресурсе коjи су ми били на располагању. Његово
поверење, доступност и ангажовање значаjно су допринели не само изради овог ра-
да, већ и развоjу мог интересовања за даљи научноистраживачки рад.

Захваљуjем се и своjоj породици и приjатељима на подршци током студиjа и
израде овог рада, а нарочито онима коjи су били уз мене и на самоj одбрани.
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Увод

Интеракциjа носилаца наелектрисања са вибрациjама кристалне решетке пред-
ставља jедан од основних проблема физике кондензоване материjе. При кретању
кроз поларни кристал електрон поларизуjе околну средину, док настала деформаци-
jа и поларизационо поље повратно утичу на његово кретање. Квазичестица коjа се
састоjи од електрона и пратеће деформациjе решетке назива се поларон. Формирање
поларона може значаjно изменити енергиjу, ефективну масу, покретљивост и спек-
тралне особине носилаца наелектрисања [1][2].
Jедан од наjзначаjниjих модела за опис овог ефекта jесте Фролихов модел, коjи опи-
суjе интеракциjу електрона са дуготаласним лонгитудиналним оптичким фонони-
ма у поларном кристалу [3]. Карактеристична особина овог модела jе дугодомет-
на електрон–фононска спрега. Иако jе хамилтониjан модела формално jедноставан,
истовремено присуство електронских и фононских степена слободе онемогућава ње-
гово тачно аналитичко решавање за произвољну jачину спреге. Због тога се за одре-
ђивање енергиjе основног стања, слободне енергиjе и динамичких особина поларона
примењуjу различите вариjационе, пертурбативне и нумеричке методе [4].
У овом раду Фролихов модел се проучава методом заснованом на унитарноj транс-
формациjи хамилтониjана. Основна идеjа трансформациjе jесте да се део електрон–
фононске интеракциjе укључи у сам облик пробног стања, посредством помераjа
фононских координата коjи прати кретање електрона. На таj начин се почетни ха-
милтониjан преводи у облик у коме су поларонско везивање и деформациjа фонон-
ског поља делимично укључени већ у нулти део проблема, док преостали чланови
представљаjу резидуалну интеракциjу [5][6].
Први задатак рада jе извођење трансформациjе Фролиховог хамилтониjана и одре-
ђивање енергиjе основног стања. Добиjени резултати се упоређуjу са познатим ре-
зултатима [5][6], при чему се посебна пажња посвећуjе преласку између различитих
вариjационих грана и зависности енергиjе основног стања од бездимензионог пара-
метра електрон–фононске спреге α.
Други део посвећен jе проучавању слободне енергиjе на коначним температурама.
Температурна зависност потиче од термалних средњих вредности фононских опера-
тора и Бозеовог окупационог броjа. Пошто средња вредност поjединих делова рези-
дуалне интеракциjе не обухвата све њихове флуктуациjе, разматра се и други ред
кумулантног развоjа слободне енергиjе [7][8]. На таj начин у прорачун се укључуjу
корелационе функциjе резидуалне интеракциjе у имагинарном времену, коjе описуjу
термалне и квантне флуктуациjе фононског поља.
Да би се испитала стварна улога унитарне трансформациjе, исти поступак примењуjе
се и директно на нетрансформисани Фролихов хамилтониjан. Поређењем трансфор-
мисаног и нетрансформисаног приступа демонстрира се мотивациjа и значаj метода
заснованог на унитарноj трансформациjи.
Главни циљ рада jе, према томе, да се испита у коjоj мери унитарна трансформациjа
омогућава ефикасниjи опис Фролиховог поларона у различитим режимима спреге и
температуре. Аналитичка извођења праћена су нумеричком имплементациjом, мини-
мизациjом вариjационих функционала и поређењем добиjених резултата са доступ-
ним референтним резултатима. Посебна пажња посвећена jе домену важења приме-
њених апроксимациjа и утицаjу резидуалне интеракциjе коjа остаjе након трансфор-
мациjе.

5



Фролихов модел Сандра Планинчић

1 Теориjски увод

1.1 Фонони

Кристална решетка ниjе статичан систем, већ атоми у њоj осцилуjу око своjих
равнотежних положаjа. У класичноj слици ове осцилациjе могу се посматрати као
механички таласи коjи се простиру кроз кристал. Међутим, у квантном опису енерги-
jа ових осцилациjа ниjе континуална, већ jе квантизована. Кванти нормалних модова
осциловања кристалне решетке називаjу се фонони [1].

Фонон представља квазичестицу коjа описуjе елементарну побуду вибрациjа крис-
талне решетке. Аналогно фотонима, коjи су кванти електромагнетног поља, фонони
су кванти поља помераjа атома у кристалу. Иако фонони нису честице у смислу
слободних честица у вакууму, њихово увођење омогућава да се сложено колектив-
но кретање великог броjа атома опише помоћу jедноставниjих побуда са одређеном
енергиjом и импулсом.

У хармониjскоj апроксимациjи, кристална решетка се може описати као систем
међусобно повезаних хармониjских осцилатора. Након преласка на нормалне коор-
динате, хамилтониjан вибрациjа решетке добиjа облик збира независних осцилатора:

Hph =
∑
q

ωq

(
b†qbq +

1

2

)
, (1)

где jе ωq фреквенциjа фононског мода са таласним вектором q, док су b†q и bq опера-
тори креациjе и анихилациjе фонона. Оператор b†q повећава броj фонона у моду q за
jедан, док оператор bq смањуjе броj фонона у том моду за jедан [2].

Оператори креациjе и анихилациjе задовољаваjу бозонске комутационе релациjе

[bq, b
†
q′ ] = δq,q′ , (2)

док су
[bq, bq′ ] = [b†q, b

†
q′ ] = 0. (3)

Због тога фонони имаjу бозонску природу, па више фонона може заузимати исти
квантни мод. У зависности од облика дисперзионе релациjе ωq, фонони се деле на
акустичке и оптичке. Акустички фонони имаjу фреквенциjу коjа тежи нули када
q → 0, док оптички фонони имаjу коначну фреквенциjу и у граници малих таласних
вектора. У Фролиховом моделу [3], коjи ће бити коришћен у овом раду, разматра се
интеракциjа електрона са лонгитудиналним оптичким фононима, при чему се наjче-
шће узима да jе фреквенциjа фонона независна од импулса:

ωq = ω0. (4)

Ова апроксимациjа поjедностављуjе опис и омогућава да се фононски део хамилто-
ниjана запише као

Hph = ω0

∑
q

b†qbq, (5)

при чему jе нулта енергиjа осцилатора изостављена jер не утиче на динамику система.
Фонони су посебно важни у физици чврстог стања jер утичу на топлотна, оптичка и
транспортна своjства материjала. Поред тога, они имаjу кључну улогу у процесима
расеjања електрона и у формирању квазичестица као што су поларони [1].
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1.2 Електрон-фонон интеракциjа

Електрони у кристалу не крећу се кроз потпуно непокретну решетку. Пошто ато-
ми решетке осцилуjу око равнотежних положаjа, електрон осећа потенциjал коjи
зависи од тренутне конфигурациjе решетке. Другим речима, помераjи jона мењаjу
електростатички потенциjал кроз коjи се електрон креће. Управо та зависност елек-
тронске енергиjе од вибрациjа решетке доводи до електрон-фононске интеракциjе [1].

У квантном опису, вибрациjе решетке представљамо фононима, па се електрон-
фононска интеракциjа може схватити као процес у коме електрон емитуjе или ап-
сорбуjе фонон. При таквом процесу електрон мења своj импулс, док се броj фонона
у одговараjућем моду повећава или смањуjе за jедан. Због тога интеракциони члан
у хамилтониjану садржи операторе креациjе и анихилациjе фонона, као и операторе
коjи мењаjу електронско стање.

Општи облик електрон-фононског интеракционог члана може се записати као

Hel−ph =
∑
kq

g(q) |k + q⟩ ⟨k|
(
bq + b†−q

)
, (6)

где jе g(q) константа електрон-фононске спреге. Овакав интеракциони члан опису-
jе два основна процеса: апсорпциjу фонона, при чему електрон прелази из стања
k у стање k + q, и емисиjу фонона, при чему се броj фонона у одговараjућем мо-
ду повећава. Оба процеса мењаjу импулс електрона, али jе укупан импулс система
електрон–решетка очуван [2].

Због присуства електрон-фононске интеракциjе, сопствена стања укупног система
више се не могу посматрати као потпуно независна електронска и фононска стања.
Чак и када не долази до реалне емисиjе или апсорпциjе фонона, виртуелни фононски
процеси могу довести до померања енергиjе електрона и промене његове дисперзионе
релациjе. Последица тога jе ренормализациjа ефективне масе електрона, док реал-
ни процеси расеjања при коначноj температури доводе до коначног времена живота
електронског стања и ширења одговараjућег спектралног максимума. На таj начин
електрон-фононска интеракциjа не утиче само на вероватноћу прелаза између елек-
тронских стања, већ мења и саме особине електронских побуда у кристалу [2].

Jачина и облик електрон-фононске интеракциjе зависе од типа материjала и од
природе фононских модова коjи учествуjу у расеjању. У различитим системима ова
интеракциjа може потицати од промене локалног потенциjала, деформациjе кристал-
не решетке или дугодометног електричног поља коjе настаjе услед помераjа jона. Због
тога се у теориjском опису користе различити модели електрон-фононске спреге, у
зависности од тога коjи jе физички механизам доминантан.

Електрон-фононска интеракциjа има важну улогу у физици чврстог стања, jер
утиче на транспортна, оптичка и термодинамичка своjства материjала. Она jе jедан
од главних механизама расеjања носилаца наелектрисања, па утиче на покретљивост
електрона и електричну проводност. Поред тога, у одређеним режимима довољно
jака спрега између електрона и фонона може довести до формирања нових квазиче-
стичних стања [2][4].
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У овом раду посебно jе важан случаj поларних кристала, где jе електрон наjjаче
спрегнут са лонгитудиналним оптичким фононима. Таj случаj се описуjе Фролихо-
вим моделом, коjи ће бити уведен у наредном одељку [3].

1.3 Фролихов модел и поларони

Jедан од фундаменталних модела за описивање интеракциjе између носилаца на-
електрисања и вибрациjа решетке у поларним материjалима jесте Фролихов модел.
Модел описуjе поjединачни електрон у интеракциjи са лонгитудиналним оптичким
фононима кроз дугодометну Кулонову интеракциjу. Он представља стандардни те-
ориjски оквир за проучавање великих поларона у jонским кристалима и поларним
полупроводницима.

У поларним кристалима, померање позитивно и негативно наелектрисаних jона
доводи до формирања макроскопског поларизационог поља. Када се електрон креће
кроз такву средину, он локално деформише кристалну решетку и изазива полариза-
циjу околних jона. Ово поље поларизациjе затим повратно делуjе на електрон, што
доводи до формирања квазичестице коjа се састоjи од електрона и њему придруже-
ног облака фонона. Оваj сложени обjекат назива се поларон [3][2].

Фролихов хамилтониjан се може записати у облику:

H =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k|+ ω0

∑
q

b†qbq +
∑
kq

g(q) |k + q⟩ ⟨k| (bq + b†−q), (7)

где први члан описуjе кинетичку енергиjу електрона. Овде ϵk означава дисперзиjу
електрона, док |k⟩ представља електронско стање са импулсом k. У случаjу слободног
електрона, дисперзиона релациjа дата jе изразом

ϵk =
k2

2m
, (8)

где m представља ефективну масу електрона [5][6].

Други члан одговара фононском подсистему. Оператори bq и b†q су бозонски опе-
ратори креациjе и анихилациjе, за фононе таласног вектора q, коjи задовољаваjу
бозонске комутационе релациjе. Фреквенциjа оптичког фонона jе означена са ω0. У
склопу Фролиховог модела, фонони су наjчешће третирани тако да фреквенциjа фо-
нона не зависи од импулса.

Трећи члан описуjе електрон-фонон интеракциjу. Величина g(q) одређуjе jачи-
ну интеракциjе између електрона и фононског мода, односно колективне вибрациjе
кристалне решетке, са импулсом q. Оператор |k + q⟩ ⟨k| описуjе расеjање електрона
из импулсног стања k у импулсно стање k + q, што jе пропраћено или анихилациjом
фонона импулса q путем оператора bq или креациjом фонона импулса −q оператором
b†−q. На оваj начин, описана jе размена импулса између електрона и фонона.

У Фролиховом моделу, функциjа спреге g(q) има карактеристичан дугодометни
облик пропорционалан 1

q
, где се огледа Кулонова интеракциjа између електрона и

8
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поларизационог поља коjе генерише решетка. Jачина електрон-фонон интеракциjе jе
наjчешће окарактерисана бездимензионом константом спреге α. Функциjа g(q) jе са
константом спреге повезана на следећи начин:

|g(q)|2 = 4παω
3
2
0√

2V q2
. (9)

Мале вредности α одговараjу режиму слабе спреге, у ком jе електрон слабо окру-
жен облаком фонона, док високе вредности α говоре о jачим ефектима поларизациjе
решетке и изражениjем "поларонском"понашању [5][6].

У наставку рада користићемо систем jединица прилагођен Фролиховом моделу.
Карактеристична jединица енергиjе jе енергиjа лонгитудиналног оптичког фонона

E0 = h̄ω0, (10)

док се за jединицу дужине узима

l0 =

√
h̄

mω0

. (11)

Према томе, таласни вектори се изражаваjу у jединицама

k0 =
1

l0
=

√
mω0

h̄
, (12)

док одговараjућа jединица температуре износи

T0 =
h̄ω0

kB
. (13)

Jединица времена jе t0 = 1/ω0, док jе за величине са димензиjом инверзне енергиjе,
као што су β и имагинарно време τ , природна jединица (h̄ω0)

−1. У аналитичким
извођењима параметри m, ω0 и kB биће задржани експлицитно ради прегледности,
док се користи конвенциjа h̄ = 1. Величине у одговараjућим jединицама су наведене
у табели 1. При приказу бездимензионих и нумеричких резултата све величине су
изражене у претходно дефинисаним jединицама, осим ако ниjе другачиjе наглашено.

Величина Ознака Jединица

енергиjа E h̄ω0

фреквенциjа ω ω0

дужина r l0 =

√
h̄

mω0

таласни вектор k, q l−1
0 =

√
mω0

h̄

Величина Ознака Jединица

импулс p
√
mh̄ω0

време t
1

ω0

температура T
h̄ω0

kB

инверзна енергиjа β, τ
1

h̄ω0

Табела 1: Карактеристичне jединице коришћене у проучавању Фролиховог модела.
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2 Метод унитарне трансформациjе

2.1 Мотивациjа

Фролихов хамилтониjан не може сам по себи бити егзактно решен, као последица
чињенице да садржи чланове електрон-фонон интеракциjе, чиме долази до спреза-
ња електронских и фононских степена слободе. Како бисмо поjедноставили проблем,
корисно jе применити унитарну трансформациjу коjа ће делимично инкорпорира-
ти ефекте интеракциjе у трансформисане степене слободе квазичестице (поларона).
Главна идеjа оваквог приступа jесте да се деформациjа решетке и електрон описуjу
заjедно, насупрот третирању електрона и фонона као два засебна подсистема. На
оваj начин, део интеракциjе jе апсорбован у трансформисан хамилтониjан, што даjе
бољу почетну тачку за даље испитивање основног стања и температурно-зависних
особина система. Методе засноване на унитарноj трансформациjи се често користе
при проучавању поларона и електрон-фонон система jер омогућаваjу делимичну ди-
jагонализациjу хамилтониjана и често побољшаваjу прецизност и стабилност апрок-
симативних рачуна у поређењу са обичном теориjом пертурбациjе [5][6].

2.2 Дефинициjа унитарне трансформациjе

Почетни Фролихов хамилтониjан садржи линеарни електрон-фононски члан коjи
директно спаjа електронска стања различитих импулса са фононским операторима
креациjе и анихилациjе. Због тога jе директно решавање овог хамилтониjана отежа-
но, jер електрон и фононски степени слободе нису раздвоjени. Jедан од начина да се
проблем учини погодниjим за вариjациони поступак jесте примена унитарне транс-
формациjе, коjом се део електрон-фононске интеракциjе уграђуjе у нову базу стања
[6].

Физички, ова трансформациjа описуjе прелазак у слику у коjоj електрон ниjе по-
сматран као слободна честица, већ као честица окружена деформисаним фононским
облаком. На таj начин се део интеракциjе пребацуjе у статички помераj фононског
поља, док преостали чланови представљаjу резидуалну интеракциjу. Оваj приступ jе
погодан jер омогућава да се већ у трансформисаном хамилтониjану издвоjе чланови
коjи ће касниjе ући у вариjациони део, као и чланови коjи се могу третирати пертур-
бативно [4].

Трансформисани хамилтониjан се добиjа користећи трансформациjу облика [6]:

H̃ = U−1HU, (14)

где jе унитарна трансформациjа U = eS, а S jе дато са

S =
∑
kq

Bq |k + aqq⟩ ⟨k| , Bq = hqbq − h∗−qb
†
−q. (15)

Параметар hq одређуjе амплитуду померања фононског мода импулса q и на таj
начин описуjе допринос тог мода поларонском облаку. Параметар aq одређуjе део
импулса фонона коjи се преноси на електронско стање при трансформациjи. У раз-
матраном приступу оба параметра су вариjациона, а њихове оптималне вредности
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одређуjу се минимизациjом одговараjућег израза за енергиjу основног стања или
слободну енергиjу система [5][6].

У случаjу jеднозонског Фролиховог модела, додатно се може искористити симе-
триjа у односу на промену из q у −q. Пошто фононски модови са импулсима q и −q
имаjу исту фреквенциjу, а jачина Фролихове спреге зависи само од модула импулса,
тj. од |q|, природно jе изабрати симетричан облик вариjационих параметара. Због
тога се узима hq = h−q. Користећи слободу избора фазе фононских оператора, може
се изабрати конвенциjа у коjоj jе електрон-фононска спрега реална. Тада се и вариjа-
циони параметар hq може узети реалним, односно hq = h∗q. У том случаjу генератор
унитарне трансформациjе добиjа jедноставниjи облик:

S =
∑
kq

hq(bq − b†−q) |k + aqq⟩ ⟨k| . (16)

Оваква форма jасно показуjе да трансформациjа описуjе померање фононских коор-
дината, односно формирање фононског облака коjи прати електрон.

У овом раду ће трансформациjа бити примењена поjединачно на електронски,
фононски и интеракциони део. Као последица нетривиjалних комутационих релаци-
jа између оператора хамилтониjана и оператора коjи се поjављуjу у самоj трансфор-
мациjи, трансформисани израз ће имати додатне чланове. Трансформисани елек-
тронски допринос добиjа корекциjе коjе зависе од фонона и потичу од спреге између
импулса електрона и побуђења кристалне решетке. Слично томе, фононски подси-
стем постаjе померен за чланове коjи су пропорционални вариjационим параметрима
уведеним у трансформациjи. Интеракциони члан jе делимично редукован, док пре-
остали доприноси интеракциjе остаjу присутни у трансформисаном хамилтониjану.
Овако дефинисана унитарна трансформациjа представља полазну тачку за добиjа-
ње ефективног описа Фролиховог поларона. Њена улога jе да део електрон-фонон
интеракциjе укључи у трансформисане степене слободе, односно да опише електрон
заjедно са фононским облаком коjи га прати. У наставку се ова трансформациjа при-
мењуjе на Фролихов хамилтониjан, при чему се посебно анализираjу трансформациjе
електронског, фононског и интеракционог члана.

2.3 Трансформациjа хамилтониjана

Након дефинисања генератора S, приступа се примени унитарне трансформациjе
на Фролихов хамилтониjан. Циљ ове трансформациjе jе да се почетни хамилтониjан
препише у облик у коме jе део електрон-фонон интеракциjе укључен у трансфор-
мисане електронске и фононске степене слободе. На таj начин се добиjа погодниjи
облик хамилтониjана за даљу анализу основног стања и слободне енергиjе на конач-
ноj температури [4].

Коришћењем Беjкер–Кембел–Хаусдорфовог развоjа [6], трансформисани хамил-
тониjан се може записати у облику

e−SHeS = H + [H,S] +
1

2!
[[H,S], S] + ... (17)
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Трансформациjа се примењуjе посебно на сваки од три члана хамилтониjана: елек-
тронски, фононски и интеракциони део,

H = Hel +Hph +Hel−ph. (18)

У наставку се редом разматраjу доприноси коjи настаjу трансформациjом сваког од
ових чланова.

2.3.1 Трансформациjа електронског члана

За почетак, трансформисаћемо електронски члан хамилтониjана коjи jе дефини-
сан као

Hel =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k| . (19)

Као и сваку наредну трансформациjу, почећемо са применом Беjкер–Кембел–Ха-
усдорфовог развоjа (17).

H̃el = e−SHele
S = Hel + [Hel, S] +

1

2
[[Hel, S], S] + · · · (20)

Можемо израчунати први комутатор

[Hel, S] = HelS − SHel =
∑
kk′q

εk′Bq |k′⟩ ⟨k′| |k + aqq⟩ ⟨k| −
∑
kk′q

εk′Bq |k + aqq⟩ ⟨k| |k′⟩ ⟨k′| ,

(21)
где ⟨k′| |k + aqq⟩ и ⟨k| |k′⟩ даjу δk′,k+aqq и δk′,k респективно, што нам омогућава да уки-
немо суму по k′. Добиjамо

[Hel, S] =
∑
kq

(εk+aqq − εk)Bq |k + aqq⟩ ⟨k| . (22)

Затим, можемо прећи на следећи комутатор

[[Hel, S], S] =
∑
kk′qq′

(εk+aqq − εk)Bq′Bq |k′ + aq′q
′⟩ ⟨k′| |k + aqq⟩ ⟨k|

−
∑
kk′qq′

(εk+aqq − εk)BqBq′ |k + aqq⟩ ⟨k| |k′ + aq′q
′⟩ ⟨k′| . (23)

Аналогно, поjављуjу се δk′,k+aqq и δk,k′+aq′q
′ , коjи укидаjу суму по k′ и коначни израз

jе

[[Hel, S], S] =
∑
kqq′

(εk+aqq+aq′q
′ + εk − εk+aqq − εk+aq′q

′)BqBq′ |k + aqq + aq′q
′⟩ ⟨k| . (24)

Пошто jе електронска дисперзиjа εk квадратна функциjа таласног вектора, развоj се
завршава после другог комутатора. Први комутатор садржи прву коначну разлику
енергиjе, εk+q − εk, док се у другом комутатору поjављуjе друга коначна разлика.
Трећи комутатор би садржао трећу коначну разлику функциjе εk. Међутим, за па-
раболичну дисперзиjу (8) она jе jеднака нули, као што jе и трећи извод квадратне
функциjе jеднак нули. Због тога важи

[[[Hel, S], S], S] = 0, (25)
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а самим тим су jеднаки нули и сви наредни комутатори. Према томе, трансформисани
електронски хамилтониjан се завршава на члану другог реда. Коначно, на основу
(19), (22) и (24), израз за трансформисани електронски део хамилтониjана jе

H̃el =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k|

+
∑
kq

(
εk+aqq − εk

)
Bq |k + aqq⟩ ⟨k|

+
1

2

∑
kqq′

(
εk+aqq+aq′q

′ + εk − εk+aqq − εk+aq′q
′

)
BqBq′ |k + aqq + aq′q

′⟩ ⟨k| . (26)

2.3.2 Трансформациjа фононског члана

На исти начин, трансформисаћемо следећи члан хамилтониjана

Hph = ω0

∑
q

b†qbq, (27)

што jе фононски члан. На основу (17) имамо

H̃ph = e−SHphe
S = Hph + [Hph, S] +

1

2
[[Hph, S], S] + ... (28)

Други члан развоjа можемо записати као

[Hph, S] = ω0

∑
q′

[
b†q′bq′ , S

]
= ω0

∑
q′

([
b†q′ , S

]
bq′ + b†q′

[
bq′ , S

])
= ω0

[∑
kqq′

hq |k + aqq⟩ ⟨k|
([
b†q′ , bq

]
+
[
b†q′ , b

†
−q

])
bq′

+
∑
kqq′

hq |k + aqq⟩ ⟨k| b†q′
([
bq′ , bq

]
+
[
bq′ , b

†
−q

])]
. (29)

где комутатори [b†q′ , bq], [b
′†
q , b

†
−q], ([b′q, bq] и [b′q, b

†
q] даjу −δq′,q, 0, 0 и δq′,−q, респективно.

Када то уврстимо и укинемо одговараjуће суме, добиjамо израз

[Hph, S] = −ω0

∑
q

hq(b
†
qA−q + Aqbq), (30)

где jе
Aq =

∑
k

|k + aqq⟩ ⟨k| . (31)

Слично, за трећи члан развоjа можемо писати

[[Hph, S], S] = −ω0

∑
qq′

hqhq′(Aq′Aq[bq′ , bq]−Aq′Aq[bq′ , b
†
−q]+A−q′Aq[b

†
q′ , bq]−A−q′Aq[b

†
q′ , b

†
−q]),

(32)
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где комутатори коjи не нестаjу даjу [bq′ , b
†
−q] = δq′,−q и [b†q′ , bq] = −δq′,q, а AqA−q = 1.

Коначно,
[[Hph, S], S] = 2ω0

∑
q

h2q. (33)

За фононски део хамилтониjана Беjкер–Кембел–Хаусдорфов развоj се завршава већ
после другог комутатора. Разлог jе таj што генератор S садржи фононске операторе
само линеарно, па први комутатор саHph даjе линеарне чланове, док други комутатор
даjе само електронски оператор, односно константан помераj пропорционалан h2q.
Пошто таj други комутатор више не садржи фононске операторе са коjима би S
могао да да нови ненулти комутатор, сви наредни комутатори су jеднаки нули. На
основу (27), (30) и (33), трансформисани фононски део се онда може записати као

H̃ph = ω0

∑
q

b†qbq − ω0

∑
q

hq(b
†
qA−q + Aqbq) + ω0

∑
q

h2q. (34)

2.3.3 Трансформациjа интеракционог члана

По еквивалентном поступку, трансформисаћемо jош и интеракциони члан коjи jе
дефинисан са

Hel−ph =
∑
kq

g(q) |k + q⟩ ⟨k| (bq + b†−q), (35)

коjи можемо записати и у облику

Hel−ph =
∑
q

ρq(bq + b†−q), (36)

где jе

ρq =
∑
k

g(q) |k + q⟩ ⟨k|. (37)

Трансформисани израз jе

H̃el−ph = e−SHel−phe
S = Hel−ph + [Hel−ph, S] +

1

2
[[Hel−ph, S], S] + ... (38)

и први комутатор можемо записати као

[Hel−ph, S] =
∑
q

ρq([bq, S] + [b†−q, S]). (39)

Даље можемо писати

[Hel−ph, S] =
∑
qq′

ρqhq′
[
bq + b†−q,

(
bq′ − b†−q′

)
Aq′

]
=
∑
qq′

ρqhq′
(
[bq, bq′ ]− [bq, b

†
−q′ ] + [b†−q, bq′ ]− [b†−q, b

†
−q′ ]
)
Aq′

=
∑
qq′

ρqhq′ (0− δq,−q′ − δ−q,q′ − 0)Aq′

= −2
∑
qq′

ρqhq′δq,−q′Aq′

= −2
∑
q

ρqhqA−q. (40)
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Даљи чланови у развоjу за електрон-фононски члан нестаjу након првог комутатора.
Разлог jе таj што први комутатор трансформише само фононске операторе bq и b†q,
при чему се добиjаjу електронски оператори Aq и A−q. Добиjени члан више не садржи
фононске операторе, већ само електронске операторе. Пошто су ρq и Aq оператори
померања импулса електрона и међусобно комутираjу, њихов наредни комутатор са
генератором S jе jеднак нули. Због тога jе

[[Hel−ph, S], S] = 0, (41)

а самим тим и сви даљи чланови развоjа.
Дакле, трансформисани интеракциони члан jе

H̃el−ph =
∑
q

ρq(bq + b†−q)− 2
∑
q

hqρqA−q, (42)

на основу (36) и (40).

2.3.4 Коначни израз за трансформисани хамилтониjан

Када су извршене трансформациjе свих чланова хамилтониjана, коначно можемо
оформити потпуно унитарно трансформисани хамилтониjан за Фролихов модел. На
основу добиjених jедначина (26), (34) и (42), имамо

H̃ =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k|

+
∑
kq

(
εk+aqq − εk

)
BqAq

+
1

2

∑
kqq′

(
εk+aqq+aq′q

′ + εk − εk+aqq − εk+aq′q
′

)
BqBq′AqAq′

+ ω0

∑
q

b†qbq

− ω0

∑
q

hq
(
b†qA−q + Aqbq

)
+ ω0

∑
q

h2q

+
∑
q

ρq

(
bq + b†−q

)
− 2

∑
q

hqρqA−q. (43)

Добиjени трансформисани хамилтониjан раздваjа почетни електрон-фононски про-
блем на неколико физички различитих доприноса. Електронски део након трансфор-
мациjе садржи чланове до другог реда у операторима Bq, док виши редови нестаjу
због квадратне дисперзиjе електрона. Фононски део добиjа облик помереног хар-
мониjског осцилатора, при чему се поjављуjу слободни фононски члан, линеарни
резидуални чланови и статички енергетски допринос пропорционалан h2q. Електрон-
фононски члан се такође модификуjе тако да поред почетне интеракциjе садржи и
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додатне електронске чланове коjи зависе од вариjационог параметра hq [5][6].

На оваj начин унитарна трансформациjа пребацуjе део електрон-фононске интер-
акциjе у статички, вариjациони део хамилтониjана. То омогућава да се већ у наjнижоj
вариjационоj апроксимациjи слободне енергиjе добиjе нетривиjалан допринос вези-
вању поларона, што ниjе случаj код нетрансформисаног хамилтониjана. Преостали
чланови, коjи садрже фононске операторе или недиjагоналне електронске прелазе,
могу се затим третирати као резидуална интеракциjа у даљем вариjационом или пер-
турбативном поступку.

Због тога потпуно трансформисани хамилтониjан представља погодну полазну
тачку за раздваjање на пробни део, чиjа се слободна енергиjа може непосредно изра-
чунати, и резидуалну интеракциjу, коjа садржи преостале електрон–фононске чла-
нове. Овакво раздваjање омогућава примену Гибс–Богољубовљеве неjеднакости, као
и накнадно укључивање корекциjа вишег реда потребних за потпуниjи опис темпе-
ратурне зависности слободне енергиjе. Оваj поступак биће детаљниjе размотрен у
наредним поглављима [4].
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3 Енергиjа основног стања
Након извођења потпуно трансформисаног хамилтониjана, следећи природни ко-

рак jе одређивање енергиjе основног стања поларона. У овом делу посматра се гра-
нични случаj T = 0, тако да се проблем своди на минимизациjу очекиване вредности
трансформисаног хамилтониjана у изабраном вариjационом стању. На таj начин се
одређуjе како електрон-фононска интеракциjа снижава енергиjу система у односу на
слободни електрон и фононе.

Пошто jе унитарном трансформациjом део интеракциjе већ укључен у статички
помераj фононског поља, енергиjа основног стања зависи од вариjационих параме-
тара hq и aq, као и од коефициjената tk коjи одређуjу облик електронске пробне
таласне функциjе. У општем случаjу електронско пробно стање може се записати
као линеарна комбинациjа импулсних стања, при чему су коефициjенти tk вариjаци-
они параметри. Задатак jе да се израчуна функционал енергиjе у зависности од ових
параметара, а затим да се минимизациjом добиjе наjбоља процена енергиjе основног
стања [6].

Уколико се за електронску таласну функциjу изабере Гаусова функциjа, зави-
сност од скупа коефициjената tk замењуjе се зависношћу од jедног вариjационог па-
раметра λ, коjи описуjе ширину електронске расподеле у импулсном простору. На
таj начин се вариjациони проблем поjедностављуjе, jер се уместо минимизациjе по
свим коефициjентима tk врши минимизациjа по параметру локализациjе λ, заjедно
са параметрима hq и aq.

У наставку се зато прво рачуна очекивана вредност сваког члана трансформиса-
ног хамилтониjана у фононском вакууму и изабраном електронском пробном стању.
Након тога се добиjени израз минимизуjе по вариjационим параметрима, чиме се
добиjа зависност енергиjе основног стања од jачине електрон-фононске спреге α.

Користићемо Гаусов пробни облик електронске таласне функциjе у импулсном
простору [5]. Таква претпоставка jе погодна jер омогућава аналитичко рачунање пре-
клапања између стања чиjи су импулси померени за q, што се директно поjављуjе у
трансформисаном хамилтониjану. Параметар λ има улогу вариjационог параметра
коjи одређуjе ширину електронске расподеле у импулсном простору, односно сте-
пен локализациjе електрона у реалном простору. Већа вредност параметра одговара
широj расподели у импулсном простору и jаче локализованом електрону, док мања
вредност описуjе слабиjе локализовано стање.

У циљу одређивања енергиjе основног стања користи се вариjациони принцип.
Према овом принципу, очекивана вредност хамилтониjана у произвољном пробном
стању увек представља горњу границу за тачну енергиjу основног стања. Због тога
се бира пробно стање коjе зависи од вариjационих параметара, а затим се очекивана
вредност хамилтониjана минимизуjе по тим параметрима [6].

У нашем случаjу пробно стање зависи од параметара коjи описуjу електронски
део таласне функциjе, помераj фононског облака и пренос импулса између електрона
и фонона. Зато се енергиjа основног стања апроксимира изразом
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Eg ≤ E = min
tk,hq ,aq

⟨Ψtk,aq ,hq |H |Ψtk,aq ,hq⟩
⟨Ψtk,aq ,hq | |Ψtk,aq ,hq⟩

. (44)

Полазећи од овог вариjационог принципа, следећи корак jе да се израчуна оче-
кивана вредност сваког дела трансформисаног хамилтониjана у изабраном пробном
стању. Пошто се у овом поглављу посматра енергиjа основног стања, фононски део
се усредњава у односу на фононски вакуум, док се електронски део усредњава у од-
носу на пробну електронску таласну функциjу одређену коефициjентима tk. На таj
начин се сваки члан трансформисаног хамилтониjана своди на допринос енергетском
функционалу коjи зависи од вариjационих параметара tk, hq и aq.

3.1 Очекивана вредност трансформисаног хамилтониjана

У наставку се посебно разматраjу електронски, фононски и електрон-фононски
део трансформисаног хамилтониjана. За сваки од њих рачуна се одговараjућа оче-
кивана вредност, након чега се добиjени доприноси сабираjу у укупан функционал
енергиjе. Уколико се касниjе уведе Гаусов пробни облик електронске таласне функ-
циjе за електронско стање, скуп коефициjената tk биће замењен jедним параметром
λ, што омогућава практичниjу минимизациjу добиjеног израза.

3.1.1 Очекивана вредност електронског дела

Прво разматрамо очекивану вредност електронског дела трансформисаног ха-
милтониjана. За електронско пробно стање у општем случаjу узимамо линеарну ком-
бинациjу импулсних стања

|ψ⟩ =
∑
k

tk|k⟩,

где коефициjенти tk представљаjу вариjационе параметре коjи одређуjу облик елек-
тронске таласне функциjе. Очекивана вредност електронског дела хамилтониjана се
затим рачуна у односу на ово пробно стање, док се фононски оператори усредњава-
jу у односу на фононски вакуум [6]. Да би се вариjациони проблем поjедноставио, у
наставку се користи Гаусов анзац за коефициjенте tk. У том случаjу се уместо неза-
висне минимизациjе по свим коефициjентима tk уводи jедан вариjациони параметар
λ, коjи описуjе ширину електронске расподеле у импулсном простору. Зато пишемо

tk = N exp

(
− k2

2λ

)
,

где jе N нормализациона константа. Оваj избор jе погодан jер омогућава аналитич-
ко рачунање матричних елемената оператора померања импулса коjи се jављаjу у
трансформисаном хамилтониjану [5].

Почнимо од првог члана електронског дела трансформисаног хамилтониjана (26).
Како jе оваj члан искључиво електронски, имамо

⟨ψ| ⟨0ph| H̃el |0ph⟩ |ψ⟩0 = ⟨
∑
k

εk |k⟩ ⟨k|⟩ =
∑
k

εk|tk|2 (45)
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Сада можемо уврстити Гаусов облик таласне функциjе. Из услова нормирања∫ ∞

−∞
|ψ(k)|2 d3k = 1, (46)

∫ ∞

−∞
|N |2e−

x2

λ d3x = |N |2(πλ)
3
2 = 1, (47)

добиjамо
|ψ(k)|2 = (πλ)−

3
2 e

−k2

λ . (48)

Сада можемо писати

⟨H̃el⟩0 =
∫

k2

2m
|ψ(k)|2 d3k =

1

2m
(πλ)−

3
2

∫
k2e

−k2

λ d3k. (49)

Решавањем овог интеграла добиjамо

⟨H̃el⟩0 =
3

4
λ. (50)

Следећи члан у (26) jе линеаран по Bq, где jе Bq дефинисано са (15). Како за фононске
операторе важи

⟨0ph| bq |0ph⟩ = ⟨0ph| b†q |0ph⟩ = 0, (51)

следи да jе
⟨ψ| ⟨0ph| H̃el |0ph⟩ |ψ⟩1 = 0. (52)

Последњи члан (26) садржи BqB
′
q. Очекивана вредност овог члана у фононском ва-

кууму jе
⟨0ph|BqB

′
q |0ph⟩ = −h2q(2n0 + 1)δq′,−q, (53)

што jе у случаjу T = 0 и n0 = 0, па jе

⟨ψ| ⟨0ph| H̃el |0ph⟩ |ψ⟩2 =
∑
q

a2qq
2

2m
h2q. (54)

Са Гаусовом пробном функциjом, очекивана вредност електронског дела трансформи-
саног хамилтониjана jе

⟨ψ| ⟨0ph| H̃el |0ph⟩ |ψ⟩ =
3

4
λ+

∑
q

a2qq
2

2
h2q. (55)

3.1.2 Очекивана вредност фононског дела

Следећи члан коjи разматрамо jе трансформисани фононски део хамилтониjана.
Он има облик (34). Након развиjања добиjа се

H̃ph = ω0

∑
q

b†qbq − ω0

∑
q

hqb
†
qA−q − ω0

∑
q

hqAqbq + ω0

∑
q

h2qAqA−q. (56)

Аналогно претходном случаjу, чланови линеарни по bq и b†q ће дати нулту очекивану
вредност у фононском вакууму, као и члан коjи садржи b†qbq jер jе ⟨0ph| b†qbq |0ph⟩ = 0.
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Jедини члан коjи преостаjе, даjе очекивану вредност

⟨ω0

∑
q

h2q⟩ = ω0

∑
q

h2q, (57)

и самим тим

⟨ψ| ⟨0ph| H̃ph |0ph⟩ |ψ⟩ = ω0

∑
q

h2q. (58)

3.1.3 Очекивана вредност интеракционог дела

Преостаjе нам jош да израчунамо очекивану вредност интеракционог члана транс-
формисаног хамилтониjана коjи jе дат са (42). Као и до сад, чланови линеарни по bq
и b†q даjу очекивану вредност 0 у фононском вакууму. Члан коjи преостаjе jе

⟨H̃el−ph⟩ = −2
∑
q

hq ⟨ψ| ρqA−q |ψ⟩ . (59)

Узевши у обзир (31) и (37), у општем случаjу

⟨H̃el−ph⟩ = −2
∑
q

hqg(q)
∑
k

t∗k+(1−aq)qtk. (60)

Сада можемо уврстити Гаусов облик таласне функциjе, тако добиjамо

⟨ψ| ⟨0ph| H̃el−ph |0ph⟩ |ψ⟩ = −2
∑
q

hqg(q) exp

(
−(1− aq)

2q2

4λ

)
. (61)

3.1.4 Коначни израз очекиване вредности

Како смо пронашли очекиване вредности за све чланове трансформисаног хамил-
тониjана (55), (58), (61), сада их можемо све уврстити у коначни израз [6]

⟨ψ| ⟨0ph| H̃ |0ph⟩ |ψ⟩ =
3

4
λ+

∑
q

a2qq
2

2
h2q

+ ω0

∑
q

h2q

− 2
∑
q

hqg(q) exp

(
−(1− aq)

2q2

4λ

)
. (62)

Сабирањем добиjених доприноса електронског, фононског и електрон-фононског де-
ла добиjа се укупан вариjациони функционал енергиjе основног стања. Први члан
представља кинетичку енергиjу електрона у изабраном пробном стању, док чланови
пропорционални h2q описуjу енергетску цену формирања фононског облака и корек-
циjу коjа потиче од трансформисаног електронског дела. Са друге стране, члано-
ви пропорционални hqg(q) имаjу негативан знак и описуjу снижење енергиjе услед
електрон-фононске спреге. Добиjени израз зато има jасну вариjациону структуру:
позитивни чланови фаворизуjу мањи фононски помераj, док негативни интеракци-
они чланови фаворизуjу формирање поларона. Оптимална енергиjа основног стања
добиjа се минимизациjом овог функционала по вариjационим параметрима hq, aq и
параметрима електронског пробног стања, односно по λ у случаjу Гаусовог анзаца.
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3.2 Минимизациjа вариjационог функционала

Након што jе добиjен укупан израз за очекивану вредност трансформисаног ха-
милтониjана, преостало jе да се одреде вредности вариjационих параметара коjе ми-
нимизуjу енергиjу. Према вариjационом принципу, наjбоља процена енергиjе основ-
ног стања у оквиру изабраног пробног стања добиjа се минимизациjом енергетског
функционала по свим вариjационим параметрима.

У општем случаjу минимизациjа се врши по параметрима hq, aq и коефициjентима
tk електронске таласне функциjе. Када се електронска таласна функциjа представи
у Гаусовом облику, скуп коефициjената tk замењуjе се jедним вариjационим параме-
тром λ, па се функционал минимизуjе по hq, aq и λ [5].

E0(α) = min
λ,{hq},{aq}

E(λ, hq, aq;α). (63)

Почнимо са минимизациjом по параметру hq, треба да важи

∂E

∂hq
= 0. (64)

Када урадимо парциjални извод енергиjе по параметру hq, добиjамо

∂E

∂hq
= 2hq(

a2qq
2

2
+ ω0)− 2g(q) exp

(
−(1− aq)

2q2

4λ

)
= 0, (65)

из чега можемо изразити вариjациони параметар hq као

hq =
g(q) exp

(
− (1−aq)2q2

4λ

)
(ω0 +

1
2
a2qq

2)
. (66)

Затим, уврштамо добиjени параметар назад у израз (62)

⟨ψ| ⟨0ph| H̃ |0ph⟩ |ψ⟩ =
3

4
λ+

∑
q

1

2
a2qq

2
g(q)2 exp

(
− (1−aq)2q2

2λ

)
(ω0 +

1
2
a2qq

2)2

+ ω0

∑
q

g(q)2 exp
(
− (1−aq)2q2

2λ

)
(ω0 +

1
2
a2qq

2)2

− 2
∑
q

g(q)2 exp
(
− (1−aq)2q2

2λ

)
(ω0 +

1
2
a2qq

2)
, (67)

коjи уз мало сређивања постаjе

E(λ, {aq}) =
3

4
λ−

∑
q

g(q)2 exp
(
− (1−aq)2q2

2λ

)
ω0 +

1
2
a2qq

2
. (68)

На оваj начин jе вариjациони параметар hq елиминисан аналитички, па се преостала
минимизациjа врши само по параметрима aq и λ.
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Затим, прелазимо на минимизациjу по параметру aq. Услов коjи важи jе

∂E

∂aq
= 0, (69)

односно,

∂E

∂aq
= −g(q)2

exp
[
− (1−aq)2q2

2λ

] [
(1−aq)q2

λ
(ω0 +

1
2
a2qq

2)− aqq
2
]

(ω0 +
1
2
a2qq

2)2
= 0. (70)

Када одатле изразимо aq, добиjамо

aq =
ω0 +

1
2
a2qq

2

ω0 +
1
2
a2qq

2 + λ
. (71)

Добиjена jедначина за aq не даjе експлицитно решење за оваj параметар, jер се aq
поjављуjе и на левоj и на десноj страни израза. Због тога се aq не елиминише анали-
тички у потпуности, већ се за сваку вредност импулса q и за дату вредност параметра
λ одређуjе нумерички. На таj начин се добиjа функциjа aq = aq(λ), коjа се затим ко-
ристи у изразу за енергиjу [5].

Након тога преостаjе минимизациjа енергетског функционала по параметру λ.
Дакле, параметар hq jе елиминисан аналитички, параметар aq се одређуjе нумерич-
ки из условa минимума, а коначна енергиjа основног стања добиjа се минимизациjом
по λ.

Пре него што то урадимо, трансформисаћемо израз (68) тако да jе оптимизован
за даљи нумерички рачун. Да би се добиjени израз могао нумерички анализирати,
потребно jе прећи са дискретне суме по фононским импулсима на интеграл у конти-
нууму. У термодинамичкоj граници сума по q замењуjе се интегралом по импулсном
простору, при чему се користи одговараjућа густина стања. На таj начин енергетски
функционал постаjе погодан за нумеричко рачунање, jер се преостали интеграл по q
може израчунати применом стандардних метода нумеричке интеграциjе.

Поред тога, у изразу за енергиjу потребно jе експлицитно увести облик Фроли-
хове електрон-фононске спреге. За квадрат модула константе спреге користи се (9).
На оваj начин се зависност енергиjе од jачине електрон-фононске интеракциjе уводи
преко бездимензионог параметра α. Након ове замене, добиjени израз зависи од па-
раметара λ и aq, при чему се aq за сваку вредност q одређуjе из претходно добиjене
имплицитне jедначине, док се коначна минимизациjа врши по параметру λ.∑

q

−→ V

(2π)3

∫
d3q =

V

2π2

∫ ∞

0

q2 dq. (72)

Дакле, израз за енергиjу коjи ћемо користити у даљоj нумеричкоj анализи jе

E(λ) =
3

4
λ−

√
2αω

3/2
0

π

∫ ∞

0

dq
exp

[
− (1−aq)2q2

2λ

]
ω0 +

1
2
a2qq

2
, (73)

заjедно са jедначином (71).
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3.3 Нумеричка имплементациjа

Након добиjања вариjационог израза за енергиjу, преостала минимизациjа ниjе
спроведена аналитички, већ нумерички. За сваку задату вредност параметра λ и за
сваку вредност импулса q, параметар aq jе одређен решавањем имплицитне jедначине
(71). Пошто jе решење ограничено на интервал 0 ≤ aq ≤ 1, jедначина jе решавана
методом бисекциjе, што обезбеђуjе стабилно нумеричко решење за сваку вредност q.
Треба нагласити да услов стационарности по параметру λ, dE

dλ
= 0, може у принци-

пу имати више решења. Та решења одговараjу различитим стационарним тачкама
вариjационе енергиjе, од коjих неке могу бити локални минимуми или максимуми.
Због тога jе за дату вредност α бирана наjнижа вредност енергиjе пронађена унутар
разматраног интервала и изабране нумеричке мреже за λ.

Након одређивања aq, израчунат jе интеграл коjи улази у функциjу F (λ) [5], а
затим jе енергиjа рачуната у облику

E(α, λ) =
3

4
λ− αF (λ).

Интеграл по импулсу jе израчунат нумерички, методом трапеза на логаритамскоj
мрежи за q, како би се боље обухватио допринос малих импулса. За сваку вредност
jачине спреге α извршена jе минимизациjа по параметру λ за λ > 0. Поред ове ва-
риjационе гране, разматрана jе и грана λ = 0, за коjу енергиjа има облик E = −α.
Пошто вариjациони принцип захтева избор решења са наjнижом енергиjом, енергиjа
основног стања за дату вредност α одређена jе као мања вредност између минимума
добиjеног за λ > 0 и вредности на грани E = −α. Добиjени резултати за енергиjу
основног стања су представљени графички, на слици 1.

Слика 1: График зависности енергиjе основног стања од константе спреге α
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Са графика се види да за мале вредности jачине спреге α енергиjа основног стања
прати линеарно понашање. У овом делу jе оптимална вредност вариjационог пара-
метра λ jеднака нули, што одговара слабо везаном, односно слабо локализованом
електронском стању. То значи да у области мале спреге енергиjски наjповољниjе ре-
шење не захтева формирање jако локализованог поларонског стања.

За веће вредности α поjављуjе се минимум са ненултом вредношћу параметра
λ. Пошто λ описуjе ширину електронске расподеле у импулсном простору, његова
ненулта оптимална вредност указуjе на jачу локализациjу електрона у реалном про-
стору и на изражениjе формирање фононског облака. У овоj области енергиjа постаjе
негативниjа од линеарне гране, што показуjе да вариjационо стање са формираним
полароном постаjе енергетски повољниjе.

Прелаз између ова два режима видљив jе као промена нагиба криве, односно као
"прелом"у зависности −E0(α). Оваj прелом представља границу између слабо спрег-
нутог режима, у коме систем практично прати грану E0 = −α, и режима jаче спреге,
где вариjациони параметри описуjу локализованиjе поларонско стање. Добиjени ре-
зултат jе у складу са очекивањем да пораст електрон-фононске спреге доводи до све
већег снижења енергиjе основног стања.

На основу добиjених резултата може се закључити да вариjациони приступ са
унитарно трансформисаним хамилтониjаном даjе физички смислен опис енергиjе
основног стања Фролиховог поларона. Унитарна трансформациjа омогућава да се
део електрон-фононске интеракциjе укључи већ у избор пробног стања, док се вари-
jациони параметри hq, aq и λ прилагођаваjу тако да описуjу оптимално формирање
фононског облака око електрона.

Посебно jе важно то што параметар λ омогућава праћење промене карактера по-
ларонског стања. За слабу спрегу оптимално решење одговара делокализованиjем
електрону, док се са порастом α jавља ненулта вредност λ, што указуjе на локали-
зациjу електрона и jаче везивање за фононску деформациjу. На таj начин добиjена
зависност енергиjе основног стања од α показуjе постепени прелаз из слабо спрегну-
тог у jаче спрегнути поларонски режим.

Оваj резултат представља важну проверу примене унитарне трансформациjе, jер
показуjе да добиjени енергетски функционал репродукуjе очекивано понашање енер-
гиjе основног стања. Након анализе случаjа T = 0, исти формализам се може про-
ширити на коначне температуре, где се уместо енергиjе основног стања разматра
слободна енергиjа система.

Добиjени резултати су изведени на основу и упоређени са референтним резулта-
тима из радова [5][6], при чему jе показано да нумеричка имплементациjа успешно
репродукуjе одговараjућу зависност енергиjе од jачине спреге.
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4 Слободна енергиjа на коначноj температури
Након анализе енергиjе основног стања, природан следећи корак jе проширење

поступка на коначне температуре. У том случаjу више ниjе довољно посматрати само
наjниже енергетско стање система, већ jе потребно узети у обзир и термално побуђе-
на стања. Због тога се уместо енергиjе основног стања разматра слободна енергиjа,
коjа представља термодинамички потенциjал погодан за опис система у контакту са
топлотним резервоаром.
Основна разлика у односу на претходно поглавље jе у томе што се очекиване вредно-
сти више не рачунаjу само у фононском вакууму, већ се врши термално усредњавање
по фононским и електронским степенима слободе. На таj начин у изразе улази Бозе-
ов окупациони броj фонона, коjи носи експлицитну температурну зависност. Управо
ова температурна зависност омогућава да се испита како се поларонско стање мења
са порастом температуре.
У наставку ће се користити трансформисани хамилтониjан добиjен у претходном
делу рада, али ће се сада он раздвоjити на погодан нулти део H0 и резидуалну
интеракциjу V . Затим ће се применити Гибс-Богољубовљева неjеднакост, коjа да-
jе вариjациону горњу границу за слободну енергиjу. Пошто се показуjе да први ред
овог поступка не садржи довољну температурну зависност, биће размотрен и следећи
члан у развоjу слободне енергиjе, односно други кумулант резидуалне интеракциjе
[4][7].

За почетак, трансформисани хамилтониjан се раздваjа на два дела,

H̃ = H0 + V.

Овде се H0 бира тако да представља део хамилтониjана чиjа се партициона функциjа
може израчунати аналитички, док V садржи преостале чланове коjи се третираjу
као резидуална интеракциjа. У нашем случаjу у H0 улазе слободни електронски део,
слободни фононски део и скаларни допринос коjи потиче од помераjа фононског
поља. Преостали чланови, коjи садрже операторе Bq, линеарне фононске операторе
или недиjагоналне електронске прелазе, улазе у V .

Тако се за нулти хамилтониjан узима

H0 =
∑
k

ϵk|k⟩⟨k|+ ω0

∑
q

b†qbq + ω0

∑
q

h2q, (74)

док jе резидуална интеракциjа дата са

V =
∑
kq

(
εk+aqq − εk

)
Bq |k + aqq⟩ ⟨k|

+
1

2

∑
kqq′

(
εk+aqq+aq′q

′ + εk − εk+aqq − εk+aq′q
′

)
BqBq′ |k + aqq + aq′q

′⟩ ⟨k|

− ω0

∑
q

hq
(
b†qA−q + Aqbq

)
+
∑
q

ρq

(
bq + b†−q

)
− 2

∑
q

hqρqA−q. (75)
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Овакав избор омогућава да се термално усредњавање врши у односу на jедноставан
систем слободних електрона и фонона, док се утицаj преосталих чланова укључуjе
преко члана ⟨V ⟩0.

Након раздваjања трансформисаног хамилтониjана на H0 и резидуалну интер-
акциjу V , може се применити Гибс-Богољубовљева неjеднакост. Она представља ва-
риjациони принцип за слободну енергиjу и омогућава да се слободна енергиjа пуног
система апроксимира помоћу слободне енергиjе jедноставниjег, пробног система опи-
саног хамилтониjаном H0.

Слободна енергиjа система дефинише се као

F = − 1

β
lnZ, (76)

где jе

Z = Tr e−βH̃ , β =
1

kBT
. (77)

Пошто jе тачну партициону функциjу за цео хамилтониjан тешко израчунати, уводи
се пробни хамилтониjан H0, за коjи се партициона функциjа може добити аналитич-
ки:

F0 = − 1

β
lnZ0, Z0 = Tr e−βH0 . (78)

Гибс-Богољубовљева неjеднакост [4] може се записати на следећи начин: ако jе ρt
произвољна пробна матрица густине, онда важи

−kBT lnTr e−βH̃ ≤ Tr(ρtH̃) + kBTTr(ρt ln ρt). (79)

Лева страна представља тачну слободну енергиjу система, док десна страна пред-
ставља вариjациони функционал слободне енергиjе израчунат у односу на пробну
матрицу густине ρt. Први члан описуjе средњу енергиjу, а други члан представља
ентропиjски допринос.

Уколико се за пробну густинску матрицу изабере

ρt =
e−βH0

Tr e−βH0
, (80)

где jе H0 пробни хамилтониjан, претходна неjеднакост прелази у познати облик

F ≤ F0 + ⟨H̃ −H0⟩0. (81)

Пошто jе H̃ = H0 + V , добиjа се

F ≤ F0 + ⟨V ⟩0, (82)

где jе

⟨V ⟩0 =
Tr
(
V e−βH0

)
Tr (e−βH0)

. (83)
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Очекивана вредност ⟨V ⟩0 се, дакле, не рачуна у односу на пуни хамилтониjан, већ у
односу на пробни систем описан са H0.

Почнимо са рачунањем F0. Како jе H0 дато са (74), можемо писати

F0 = Fel + Fph + ω0

∑
q

h2q, (84)

где се F0 рачуна по формули датоj у (78). Како бисмо га израчунали, потребно jе да
прво нађемо

Z0 = Tr(e−βHele−βHphe−βω0
∑

q h
2
q), (85)

или другачиjе записано,
Z0 = ZelZphe

−βω0
∑

q h
2
q . (86)

Израчунаjмо експлицитно Zel и Zph:

Zel = Tre−β
∑

k εk|k⟩⟨k|, Zph = Tre−βω0
∑

q b
†
qbq , (87)

Како су |k⟩ своjствена стања Hel,

Zel =
∑
k

e−βεk (88)

или
Zel =

V

(2π)3

∫
e−βεk d3k (89)

и ако уврстимо (8), добиjамо
Zel = V (

m

2πβ
)
3
2 , (90)

као и електронски допринос слободноj енергиjи

Fel = − 1

β
ln

(
V

(
m

2πβ

) 3
2

)
. (91)

Фононски део нултог хамилтониjана представља збир независних хармониjских осци-
латора, Hph,0 = ω0

∑
q b

†
qbq. Пошто jе b†qbq оператор броjа фонона, његове сопствене

вредности су n0 = 0, 1, 2, . . .. Због тога jе партициона функциjа jедног фононског
мода

Zq =
∞∑

n0=0

e−βω0n0 .

Ова сума jе геометриjски ред, па се добиjа

Zq =
1

1− e−βω0
.

Пошто су различити фононски модови независни, укупна фононска партициона функ-
циjа jе производ по свим модовима:

Zph =
∏
q

1

1− e−βω0
.
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Одатле следи да jе фононски допринос слободноj енергиjи

Fph = − 1

β
lnZph =

1

β

∑
q

ln
(
1− e−βω0

)
.

Дакле, укупна слободна енергиjа пробног система jе

F0 = − 1

β
ln

(
V

(
m

2πβ

) 3
2

)
+

1

β

∑
q

ln
(
1− e−βω0

)
+ ω0

∑
q

h2q. (92)

4.1 Израчунавање средње вредности резидуалне интеракциjе
⟨V ⟩0

Након израчунавања слободне енергиjе пробног система F0, потребно jе израчуна-
ти средњу вредност резидуалне интеракциjе V у односу на пробну матрицу густине
ρ0. Према томе,

⟨V ⟩0 =
Tr
(
V e−βH0

)
Tr (e−βH0)

.

Ова средња вредност се рачуна члан по члан, користећи чињеницу да jе H0 збир
слободног електронског и слободног фононског дела. Због тога се термално усред-
њавање може раздвоjити на електронски и фононски део.

За фононске операторе важе релациjе [2]

⟨bq⟩0 = ⟨b†q⟩0 = 0,

⟨b†qbq⟩0 = n0, ⟨bqb†q⟩0 = n0 + 1,

где jе

n0 =
1

eβω0 − 1

Бозеов окупациони броj фонона.
Почнимо од рачунања средње вредности за први члан (75)

V1 =
∑
kq

(
εk+aqq − εk

)
Bq |k + aqq⟩ ⟨k| . (93)

Његова средња вредност у односу на пробни хамилтониjан H0 jе

⟨V1⟩0 =
∑
kq

(
εk+aqq − εk

)
⟨Bq⟩ph,0 ⟨|k + aqq⟩ ⟨k|⟩el,0 . (94)

Први члан резидуалне интеракциjе jе линеаран по оператору Bq, односно по фонон-
ским операторима bq и b†−q. Пошто jе термална средња вредност поjединачних фо-
нонских оператора у односу на слободни фононски хамилтониjан jеднака нули, важи
⟨Bq⟩ph,0 = 0. Због тога оваj члан не даjе допринос у првом реду Гибс-Богољубовљеве
неjеднакости:

⟨V1⟩0 = 0.
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Следећи члан резидуалне интеракциjе коjи разматрамо садржи BqB
′
q:

V2 =
1

2

∑
kqq′

∆εk,q,q′BqBq′ |k + aqq + aq′q
′⟩ ⟨k| , (95)

где jе уведена ознака

∆εk,q,q′ = εk+aqq+aq′q
′ + εk − εk+aqq − εk+aq′q

′ . (96)

Средња вредност овог члана у односу на пробни хамилтониjан H0 дата jе са

⟨V2⟩0 =
1

2

∑
kqq′

∆εk,q,q′ ⟨BqBq′ |k + aqq + aq′q
′⟩ ⟨k|⟩0 . (97)

Пошто jе H0 збир слободног електронског и слободног фононског дела, матрица
густине се факторизуjе, па се и средња вредност може раздвоjити на фононски и
електронски део:

⟨V2⟩0 =
1

2

∑
kqq′

∆εk,q,q′ ⟨BqBq′⟩ph,0 ⟨|k + aqq + aq′q
′⟩ ⟨k|⟩el,0 . (98)

Сада користимо дефинициjу оператора (15). Тада jе

〈
BqBq′

〉
ph,0

= hqhq′

〈(
bq − b†−q

)(
bq′ − b†−q′

)〉
ph,0

= hqhq′

[〈
bqbq′

〉
ph,0

−
〈
bqb

†
−q′

〉
ph,0

−
〈
b†−qbq′

〉
ph,0

+
〈
b†−qb

†
−q′

〉
ph,0

]
. (99)

У термалном стању слободних фонона важи〈
bqbq′

〉
ph,0

= 0,
〈
b†−qb

†
−q′

〉
ph,0

= 0. (100)

док су ненулте средње вредности〈
bqb

†
−q′

〉
ph,0

= (n0 + 1)δq,−q′ , (101)

и 〈
b†−qbq′

〉
ph,0

= n0δq′,−q. (102)

Пошто jе за оптичке фононе ωq = ω0, важи n−q = n0.
Зато добиjамо

⟨BqBq′⟩ph,0 = −hqhq′ [(n0 + 1)δq,−q′ + n0δq′,−q]

= −hqhq′(2n0 + 1)δq′,−q. (103)

Уз симетриjу
h−q = hq, (104)

ово постаjе
⟨BqBq′⟩ph,0 = −h2q(2n0 + 1)δq′,−q. (105)
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Због присуства Кронекерове делте, доприносе само чланови са q′ = −q. Ако jе
a−q = aq, електронски оператор постаjе

|k + aqq + a−q(−q)⟩ ⟨k| = |k⟩ ⟨k| . (106)

Због тога jе електронски део диjагоналан и његова средња вредност jе

⟨|k⟩ ⟨k|⟩el,0 = pk, (107)

где jе pk термална вероватноћа електронског стања k, при чему важи∑
k

pk = 1. (108)

Преостаjе да израчунамо енергетску разлику за q′ = −q:

∆εk,q,−q = εk+aqq+a−q(−q) + εk − εk+aqq − εk+a−q(−q)

= 2εk − εk+aqq − εk−aqq. (109)

За параболичну дисперзиjу

εk =
k2

2m
, (110)

добиjа се

∆εk,q,−q =
2k2

2m
− (k + aqq)

2

2m
− (k − aqq)

2

2m

=
1

2m

[
2k2 − (k + aqq)

2 − (k − aqq)
2
]

=
1

2m

[
2k2 −

(
k2 + 2aqk · q + a2qq

2
)
−
(
k2 − 2aqk · q + a2qq

2
)]

= −
a2qq

2

m
. (111)

Сада све замењуjемо у израз за ⟨V2⟩0:

⟨V2⟩0 =
1

2

∑
kq

(
−
a2qq

2

m

)[
−h2q(2n0 + 1)

]
pk

=
1

2m

∑
kq

a2qq
2h2q(2n0 + 1)pk. (112)

Пошто jе електронска расподела нормализована,∑
k

pk = 1, (113)

добиjамо

⟨V2⟩0 =
1

2

∑
q

a2qq
2h2q(2n0 + 1). (114)

Следећи члан коjи разматрамо jе

V3 = −ω0

∑
q

hq
(
b†qA−q + Aqbq

)
. (115)
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Његова средња вредност у односу на пробни хамилтониjан H0 дата jе са

⟨V3⟩0 = −ω0

∑
q

hq
〈
b†qA−q + Aqbq

〉
0
. (116)

Пошто jе H0 збир слободног електронског и слободног фононског дела, матри-
ца густине се факторизуjе, па се средња вредност може раздвоjити на фононски и
електронски део:

⟨V3⟩0 = −ω0

∑
q

hq

[〈
b†q
〉
ph,0

⟨A−q⟩el,0 + ⟨Aq⟩el,0 ⟨bq⟩ph,0
]
. (117)

У термалном стању слободних фонона средње вредности поjединачних фононских
оператора су jеднаке нули и због тога оба доприноса у претходном изразу нестаjу,
независно од вредности електронских средњих вредности ⟨Aq⟩el,0 и ⟨A−q⟩el,0. Дакле,

⟨V3⟩0 = 0. (118)

Оваj резултат jе последица чињенице да jе V3 линеаран по фононским операторима
bq и b†q.
Следећи члан jе

V4 =
∑
q

ρq

(
bq + b†−q

)
. (119)

Пошто jе и оваj члан линеаран по фононским операторима, његова средња вред-
ност у односу на слободни фононски део нестаjе:

⟨V4⟩0 = 0. (120)

Последњи члан чиjу ћемо средњу вредност рачунати jе

V5 = −2
∑
q

hqρqA−q. (121)

Оваj члан не садржи фононске операторе, па се његова средња вредност своди само
на електронски део:

⟨V5⟩0 = −2
∑
q

hq ⟨ρqA−q⟩el,0 . (122)

Пробни електронски хамилтониjан H0 jе диjагоналан у импулсноj бази, па jе и тер-
мална матрица густине диjагонална. Због тога средња вредност оператора коjи мења
импулс електрона нестаjе:

⟨|k + (1− aq)q⟩ ⟨k|⟩el,0 = 0, (1− aq)q ̸= 0. (123)

Према томе, за општи случаj aq ̸= 1 добиjа се

⟨V5⟩0 = 0. (124)

Посебно jе важно размотрити шта се дешава у случаjу када се узме aq = 1. У том
случаjу оператор ρqA−q постаjе диjагоналан у импулсноj бази. Заиста, користећи

ρq = g(q)
∑
k

|k + q⟩ ⟨k| , A−q =
∑
k

|k − aqq⟩ ⟨k| ,
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добиjа се
ρqA−q = g(q)

∑
k

|k + (1− aq)q⟩ ⟨k| .

Ако jе aq = 1, оваj израз постаjе

ρqA−q = g(q)
∑
k

|k⟩ ⟨k| = g(q)Î .

Због тога члан
V5 = −2

∑
q

hqρqA−q

у овом случаjу ниjе недиjагоналан и не нестаjе при електронском усредњавању. Ње-
гова средња вредност jе

⟨V5⟩0 = −2
∑
q

hqg(q).

Према томе, избор aq = 1 омогућава да се део електрон-фононске интеракциjе
поjави већ у првом реду неjеднакости као статички допринос везивању поларона.
Уколико би се aq оставио произвољним, оваj члан би у општем случаjу био недиjа-
гоналан у импулсноj бази и његова средња вредност би нестала. Зато избор aq = 1
представља посебан случаj у коме се резидуална интеракциjа делимично претвара у
диjагоналан, енергетски допринос.

4.2 Прва апроксимациjа слободне енергиjе

У наставку се користи избор aq = 1. Оваj избор даjе наjjедноставниjу нетривиjал-
ну апроксимациjу слободне енергиjе. У том случаjу, горња граница слободне енергиjе
jе

F
(1)
ub = F0 +

1

2m

∑
q

q2h2q(2n0 + 1)− 2
∑
q

hqg(q). (125)

Односно, замењивањем израза за F0 добиjа се

F
(1)
ub = Fel + Fph +

∑
q

[
ω0 +

q2

2m
(2n0 + 1)

]
h2q − 2

∑
q

hqg(q). (126)

Желимо да испитамо како се слободна енергиjа поларона мења са температуром
и jачином електрон-фононске спреге. Због тога посматрамо разлику

∆F (α, T ) = F (α, T )− F (0, T ), (127)

где F (α, T ) представља слободну енергиjу система са електрон-фононском интер-
акциjом, док jе F (0, T ) слободна енергиjа система без интеракциjе. Ова разлика jе
погодна jер се у њоj скраћуjу доприноси коjи не зависе од параметра спреге α, као
што су слободни електронски и слободни фононски допринос.
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У случаjу aq = 1, прва апроксимациjа добиjена применом Гибс-Богољубовљеве
неjеднакости даjе (126). У разлици F (α, T ) − F (0, T ) чланови Fel и Fph се скраћуjу,
па остаjе

∆F
(1)
ub =

∑
q

[
ω0 +

q2

2m
(2n0 + 1)

]
h2q − 2

∑
q

hqg(q). (128)

Да бисмо добили наjбољу вредност у оквиру ове апроксимациjе, минимизуjемо
израз по вариjационом параметру hq. Уводимо ознаку

ϕq(T ) = ω0 +
q2

2m
(2n0 + 1), (129)

тако да се претходни израз може написати као

∆F
(1)
ub =

∑
q

ϕq(T )h
2
q − 2

∑
q

hqg(q). (130)

Услов минимума jе
∂∆F

(1)
ub

∂hq
= 0. (131)

Одатле добиjамо
2ϕq(T )hq − 2g(q) = 0, (132)

па jе оптимална вредност

hq =
g(q)

ϕq(T )
=

g(q)

ω0 +
q2

2m
(2n0 + 1)

. (133)

Замењивањем овог резултата назад у израз за ∆F
(1)
ub добиjа се

∆F
(1)
ub = −

∑
q

g(q)2

ω0 +
q2

2m
(2n0 + 1)

. (134)

У одговараjућим jединицама, оваj израз постаjе

∆F
(1)
ub = −

∑
q

g(q)2

ω0 +
1
2
q2(2n0 + 1)

. (135)

Оваj резултат показуjе да температурна зависност у првоj апроксимациjи улази
преко фактора 2n0 + 1 у имениоцу. Пошто се n0 повећава са температуром, имени-
лац постаjе већи, па апсолутна вредност негативне слободне енергиjе постаjе мања.
Другим речима, ова апроксимациjа предвиђа да ∆F са порастом температуре по-
стаjе мање негативна. То указуjе на ограничење ове апроксимациjе. Чињеница да
се фактор налази у имениоцу, говори да са порастом температуре допринос вези-
вању постаjе слабиjи. Физички, међутим, пораст температуре повећава флуктуациjе
фононског поља, па се очекуjе да термалне фононске корелациjе имаjу значаjан до-
принос слободноj енергиjи [2][7].
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Слика 2: Температурна зависност слободне енергиjе у првоj апроксимациjи у
случаjу aq = 1

Разлог за оваj недостатак jе у томе што прва апроксимациjа неjеднакости садр-
жи само средњу вредност резидуалне интеракциjе ⟨V ⟩0. Чланови коjи су линеарни
по фононским операторима имаjу нулту средњу вредност, али њихове флуктуаци-
jе нису нула. Управо те флуктуациjе, описане корелационим функциjама облика
⟨V (τ)V (0)⟩0, поjављуjу се у следећем, другом кумуланту. Због тога jе за исправ-
ниjи опис температурне зависности потребно укључити други ред развоjа слободне
енергиjе [4][7].

Са графика се jасно види да у првоj апроксимациjи слободна енергиjа има су-
протан температурни тренд од очекиваног. За све приказане вредности параметра α,
вредност ∆F (α, T ) са порастом температуре постаjе мање негативна и приближава
се нули. Ово jе директна последица тога што се фактор 2n0 + 1 у добиjеном изразу
налази у имениоцу. Како се Бозеов окупациони броj n0 повећава са температуром,
именилац расте, па се модул негативног доприноса слободноj енергиjи смањуjе. Због
тога ова апроксимациjа предвиђа слабљење електрон-фононског доприноса на вишим
температурама, што указуjе да први ред ниjе довољан за потпун опис температурне
зависности.
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4.3 Друга апроксимациjа слободне енергиjе

Претходни резултат показуjе да наjнижа апроксимациjа ниjе довољна за исправан
опис температурне зависности слободне енергиjе. Разлог jе у томе што се у изразу
F0+⟨V ⟩0 поjављуjу само средње вредности резидуалне интеракциjе. Међутим, велики
броj чланова у V jе линеаран по фононским операторима, па њихова средња вредност
нестаjе:

⟨bq⟩0 = ⟨b†q⟩0 = 0. (136)

То, ипак, не значи да ови чланови немаjу физички утицаj. Њихове флуктуациjе нису
jеднаке нули, jер важи [2]

⟨b†qbq⟩0 = n0, ⟨bqb†q⟩0 = n0 + 1. (137)

Због тога се температурно зависни доприноси коjи потичу од фононских корелациjа
могу поjавити тек у наредном члану развоjа слободне енергиjе.

Да бисмо укључили оваj ефекат, посматрамо други кумулант резидуалне интер-
акциjе [8]. Полази се од партиционе функциjе у интеракционоj слици у односу на
H0, при чему се утицаj V третира пертурбативно. Слободна енергиjа се тада може
записати као

F = F0 −
1

β
ln

〈
Tτ exp

[
−
∫ β

0

V (τ) dτ

]〉
0

, (138)

где jе Tτ оператор уређења по имагинарном времену, а

V (τ) = eτH0V e−τH0 . (139)

Развиjањем логаритма до другог реда добиjа се

F ≈ F0 + ⟨V ⟩0 −
1

2

∫ β

0

dτ ⟨TτV (τ)V (0)⟩c0 , (140)

где последњи члан представља другу апроксимациjу за слободну енергиjу и садр-
жи корелациjе резидуалне интеракциjе у различитим имагинарним временима [7], а
индекс c означава повезани, односно кумулантни део корелационе функциjе:

⟨TτV (τ)V (0)⟩c0 = ⟨TτV (τ)V (0)⟩0 − ⟨V ⟩20 . (141)

Увођењем флуктуациjе резидуалне интеракциjе око њене средње вредности,

δV = V − ⟨V ⟩0 , (142)

добиjа се

⟨TτδV (τ)δV (0)⟩0 = ⟨Tτ [V (τ)− ⟨V ⟩0] [V (0)− ⟨V ⟩0]⟩0
= ⟨TτV (τ)V (0)⟩0 − ⟨V ⟩20 , (143)

и повезана корелациона функциjа може се записати као

⟨TτV (τ)V (0)⟩c0 = ⟨TτδV (τ)δV (0)⟩0 . (144)
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Пошто jе резидуална интеракциjа збир више чланова,

V =
∑
i

Vi, (145)

следи
δV =

∑
i

(Vi − ⟨Vi⟩0) =
∑
i

δVi. (146)

Зато се корелациона функциjа развиjа као

⟨TτδV (τ)δV (0)⟩0 =
∑
ij

⟨TτδVi(τ)δVj(0)⟩0 . (147)

Према томе, издвоjени допринос другог реда слободноj енергиjи има облик

∆F (2) = −1

2

∫ β

0

dτ
∑
ij

⟨TτδVi(τ)δVj(0)⟩0 . (148)

Оваj облик jе важан jер управо у њему линеарни фононски оператори, коjи су
у првоj апроксимациjи давали нулту средњу вредност, могу дати ненулти допринос
преко своjих корелационих функциjа. На таj начин се у израз за слободну енергиjу
укључуjе температурна зависност коjа потиче од реалних флуктуациjа фононског
поља, а не само од статичког усредњавања. Због тога се очекуjе да друга апрокси-
мациjа боље описуjе понашање ∆F (α, T ) на коначним температурама.

Израчунаjмо сада допринос сваког дела резидуалне интеракциjе. Члан V2 садржи
производ два оператора BqBq′ и већ даjе ненулти допринос у првоj апроксимациjи.
Његов допринос другом кумуланту био би облика

⟨TτδV2(τ)δV2(0)⟩0 . (149)

Међутим, пошто jе V2 већ другог реда по параметру помераjа hq, оваj допринос би био
вишег реда у односу на водеће корекциjе коjе потичу од линеарних фононских чла-
нова. Због тога се у даљоj апроксимациjи оваj члан не задржава у другом кумуланту.

Члан V5 за избор aq = 1 постаjе скаларни допринос,

V5 = −2
∑
q

hqg(q). (150)

Пошто jе оваj члан константа, његова флуктуациjа jе jеднака нули:

δV5 = V5 − ⟨V5⟩0 = 0. (151)

Због тога V5 не даjе допринос другом кумуланту, већ улази само у први ред преко
⟨V ⟩0.

Наjважниjи доприноси другом реду потичу од чланова коjи су линеарни по фо-
нонским операторима. Иако су њихове средње вредности jеднаке нули,

⟨Vi⟩0 = 0, (152)
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њихове корелационе функциjе нису нула. Управо због тога они могу да допринесу
слободноj енергиjи тек у другом реду.

У наjjедноставниjоj другоj апроксимациjи задржава се водећи линеарни електрон-
фононски члан

V4 =
∑
q

ρq

(
bq + b†−q

)
. (153)

Избор члана V4 као водећег доприноса другом кумуланту има jасно физичко оправ-
дање. Оваj члан представља резидуалну електрон-фононску интеракциjу коjа jе ли-
неарна по фононским операторима и описуjе процесе емисиjе и апсорпциjе фонона
од стране електрона. У првоj апроксимациjи његов допринос нестаjе, jер су средње
вредности линеарних фононских оператора jеднаке нули. Међутим, у другом реду се
не поjављуjе више само средња вредност овог члана, већ његова корелациона функ-
циjа у имагинарном времену. Због тога V4 даjе ненулт допринос слободноj енергиjи
преко флуктуациjа фононског поља.

Додатни разлог за издваjање члана V4 jесте то што он не садржи вариjациони
параметар hq. Параметар hq описуjе статичко померање фононских координата ко-
jе jе већ укључено у наjнижу апроксимациjу кроз избор пробног хамилтониjана и
минимизациjу слободне енергиjе. Насупрот томе, V4 описуjе динамичке флуктуациjе
електрон-фононске интеракциjе коjе нису обухваћене самим статичким померањем.
Зато његов други кумулант представља природну прву корекциjу на вариjациони
резултат.

Формално, потпун други ред би садржао све корелационе функциjе између разли-
читих делова резидуалне интеракциjе. Међутим, задржавање само члана V4 предста-
вља наjjедноставниjу апроксимациjу коjа укључуjе водећи физички ефекат: ненулте
фононске флуктуациjе и њихову температурну зависност. Због тога се очекуjе да оваj
члан поправи резултат прве апроксимациjе, нарочито на коначним температурама,
где jе броj термички побуђених фонона већи. Исправност ове апроксимациjе се затим
проверава нумерички, поређењем са нумерички егзактним резултатима.

Средња вредност члана V4 jе нула, али jе корелациона функциjа

⟨TτV4(τ)V4(0)⟩0 (154)

ненулта. Зато се други допринос слободноj енергиjи узима као

∆F (2) = −1

2

∫ β

0

dτ ⟨TτV4(τ)V4(0)⟩0 . (155)

Члан V4 има облик (153). Убацивањем овог израза у други кумулант добиjа се

∆F (2) = −1

2

∫ β

0

dτ
∑
qq′

⟨Tτρq(τ)ρq′(0)⟩el,0

×
〈
Tτ

(
bq(τ) + b†−q(τ)

)(
bq′(0) + b†−q′(0)

)〉
ph,0

. (156)

Пошто jе пробни хамилтониjан H0 збир електронског и фононског дела, сред-
ња вредност се факторизуjе на електронски и фононски допринос. Фононски део jе
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ненулт само када jе q′ = −q, па се сума по q′ елиминише. Зато можемо писати

∆F (2) = −1

2

∫ β

0

dτ
∑
q

|g(q)|2Cq(τ)Dq(τ), (157)

где jе Cq(τ) електронски корелациони фактор, а Dq(τ) фононска корелациона функ-
циjа.

Фононска корелациона функциjа jе

Dq(τ) =

〈
Tτ

(
bq(τ) + b†−q(τ)

)(
b−q(0) + b†q(0)

)〉
ph,0

. (158)

За 0 < τ < β важи

bq(τ) = e−ω0τbq, b†q(τ) = eω0τb†q. (159)

Зато добиjамо

Dq(τ) =
〈
bq(τ)b

†
q(0)

〉
ph,0

+
〈
b†−q(τ)b−q(0)

〉
ph,0

= (n0 + 1)e−ω0τ + n0e
ω0τ . (160)

За оптичке фононе jе ωq = ω0, па jе nq = n0. Оваj израз се може написати и у
симетричном облику

Dq(τ) =
cosh

[
ω0

(
β
2
− τ
)]

sinh
(
βω0

2

) . (161)

Електронски део описуjе слободно кретање електрона између два расеjања. Уво-
димо електронски корелациони фактор

Cq(τ) =
〈
eτHelAqe

−τHelA−q

〉
el,0
, (162)

знаjући (26) и (31). Средња вредност се рачуна у односу на слободни електронски
део пробног хамилтониjана, па jе

Cq(τ) =
1

Zel

∑
k

e−βεk ⟨k| eτHelAqe
−τHelA−q |k⟩ . (163)

Пошто оператор A−q пребацуjе стање |k⟩ у стање |k − q⟩, а оператор Aq га затим
враћа у стање |k⟩, добиjа се

Cq(τ) =
1

Zel

∑
k

e−(β−τ)εke−τεk−q . (164)

Преласком на континуум, оваj израз постаjе

Cq(τ) =

∫
d3k e−(β−τ)εke−τεk−q∫

d3k e−βεk
. (165)

За параболичну дисперзиjу

εk =
k2

2m
, (166)

интеграл jе Гаусов.
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Комплетирањем квадрата у експоненту добиjа се

(β − τ)k2 + τ(k − q)2 = β

(
k − τ

β
q

)2

+ q2τ

(
1− τ

β

)
. (167)

Зато се Гаусов интеграл по k скраћуjе са електронском партиционом функциjом
у имениоцу, па остаjе

Cq(τ) = exp

[
− q2

2m
τ

(
1− τ

β

)]
. (168)

Други допринос слободноj енергиjи постаjе [7][8]

∆F (2) = −1

2

∫ β

0

dτ
∑
q

|g(q)|2
cosh

[
ω0

(
β
2
− τ
)]

sinh
(
βω0

2

) exp

[
− q2

2m
τ

(
1− τ

β

)]
. (169)

Сада прелазимо са суме на интеграл:∑
q

−→ V

(2π)3

∫
d3q =

V

2π2

∫ ∞

0

q2 dq. (170)

Убацуjемо Фролихов облик спреге, коjи има зависност |g(q)|2 ∝ α
q2
. Због фактора

q2 из мере интеграциjе и фактора 1/q2 из |g(q)|2, интеграл по импулсу се своди на
Гаусов интеграл облика ∫ ∞

0

dq exp

[
− q2

2m
τ

(
1− τ

β

)]
. (171)

Користећи ∫ ∞

0

e−Aq2 dq =
1

2

√
π

A
, (172)

где jе

A =
1

2m
τ

(
1− τ

β

)
, (173)

добиjа се коначни jеднодимензиони интеграл по имагинарном времену. Други допри-
нос слободноj енергиjи може се записати као

∆F (2)(α, T ) = − α

2
√
π

∫ β

0

dτ
cosh

(
β
2
− τ
)

sinh
(
β
2

) 1√
τ
(
1− τ

β

) . (174)

Оваj израз представља допринос другог реда коjи потиче од корелациjа члана
V4. За разлику од прве апроксимациjе, где су линеарни фононски оператори давали
нулту средњу вредност, овде они доприносе преко фононске корелационе функциjе.
Управо зато други ред уноси температурну зависност коjа потиче од флуктуациjа
фононског поља. Добиjени израз за други допринос слободноj енергиjи ниjе даље
рачунат аналитички, већ jе израчунат нумерички. Циљ нумеричке имплементациjе
jе да се за различите вредности температуре T и jачине електрон-фононске спреге
α упореде три резултата: прва апроксимациjа, резултат након укључивања другог
реда и нумерички тачни резултати.
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Нумерички егзактни резултати су добиjени коришћењем Монте Карло методе
засноване на интегралима по траjекториjама (path-integral Quantum Monte Carlo)
користећи методологиjу описану у референци [9]. Методологиjа jе имплементирана у
коду коjи jе припремио и извршио др Ненад Вукмировић.

Укупна апроксимациjа за разлику слободне енергиjе записуjе се као

∆F (α, T ) ≈ ∆F (1)(α, T ) + ∆F (2)(α, T ). (175)

Први члан ∆F (1) добиjен jе из наjниже апроксимациjе, док други члан ∆F (2) потиче
од корелационе функциjе резидуалног електрон-фононског члана V4. За сваку вред-
ност температуре наjпре се рачуна β = 1

T
, а затим се нумерички израчунава интеграл

(174) по имагинарном времену τ у интервалу 0 < τ < β. Пошто интегранд има из-
ражено понашање у близини краjева интервала, у нумеричком рачуну интеграциjа
се врши на коначноj мрежи тачака, при чему се краjње тачке избегаваjу малим од-
сецањем. Интеграл jе затим рачунат стандардном методом нумеричке интеграциjе,
а добиjена вредност jе сабрана са резултатом прве апроксимациjе.

Резултати су приказани графички као зависност ∆F (α, T ) од параметра спреге
α за више различитих температура на слици 3. На истим графицима приказани су
резултати прве апроксимациjе, резултати са укљученим другим редом и нумерички
егзактни резултати. Овакво поређење омогућава да се jасно види колико други ред
поправља резултат у односу на прву апроксимациjу, као и да ли даjе исправан тем-
пературни тренд.

Заиста, са приказаних графика види се да наjнижа апроксимациjа не описуjе до-
вољно добро зависност разлике слободне енергиjе ∆F (α, T ) од температуре и jачине
електрон–фононске спреге. Укључивањем доприноса другог реда резултати се поме-
раjу ка нумерички егзактним вредностима, што показуjе да корелациjе резидуалне
интеракциjе имаjу значаjну улогу у опису слободне енергиjе на коначним темпера-
турама. Побољшање jе нарочито уочљиво при већим вредностима параметра α, где
одступање наjниже апроксимациjе постаjе изражениjе.

Иако jе у другом кумуланту задржан само допринос коjи потиче од корелационе
функциjе члана V4, добиjени резултати показуjу задовољаваjуће слагање са нуме-
рички егзактним вредностима. То указуjе да V4 садржи значаjан део корекциjе коjа
недостаjе у наjнижоj апроксимациjи и оправдава његово издвоjено разматрање као
први корак у анализи резидуалне интеракциjе. Ипак, овакво слагање не представља
доказ да су остали чланови занемарљиви, већ само показуjе да апроксимациjа за-
снована на члану V4 даjе добар квалитативни, а у разматраном опсегу параметара и
задовољаваjући квантитативни опис.

Ипак, ни резултат са укљученим другим редом не поклапа се у потпуности са
нумерички егзактним вредностима. Преостало одступање може се повезати са огра-
ничењем кумулантног развоjа на други ред, као и са чињеницом да jе у овом прорачу-
ну задржан само издвоjени допринос корелационе функциjе резидуалне интеракциjе.
Резултати зато показуjу да други ред представља значаjну корекциjу наjниже апрок-
симациjе, али да jе за потпуниjи квантитативни опис потребно укључити и остале
доприносе целокупне резидуалне интеракциjе.
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Слика 3: Поређење резултата за различите температуре.
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Поред графика на коjима jе приказана зависност слободне енергиjе од параметра
спреге α за фиксне температуре, корисно jе посматрати и обрнуту зависност, одно-
сно ∆F (α, T ) као функциjу температуре за фиксне вредности α (Слика 4). Овакви
графици омогућаваjу jасниjе поређење температурног понашања различитих апрок-
симациjа.

Са графика се види да прва апроксимациjа даjе погрешан тренд: са порастом
температуре ∆F постаjе мање негативна и приближава се нули. Насупрот томе, ре-
зултат друге апроксимациjе прати нумерички егзактне резултате знатно боље и по-
казуjе исправан тренд, при чему слободна енергиjа постаjе негативниjа са порастом
температуре. Ово потврђуjе да укључивање другог реда развоjа значаjно поправља
опис температурне зависности и да су фононске корелациjе, коjе се jављаjу тек у
другом кумуланту, неопходне за физички смислен опис слободне енергиjе.
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Слика 4: Поређење резултата за различите вредности α.
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5 Значаj унитарне трансформациjе
У претходним поглављима разматран jе Фролихов хамилтониjан након приме-

не унитарне трансформациjе. Њеном применом део електрон–фононске интеракциjе
укључен jе у помераj фононског поља коjе прати електрон. На таj начин добиjен jе
погодниjи облик хамилтониjана за вариjационо одређивање енергиjе основног стања
и проучавање слободне енергиjе [5][6].

Да би се jасниjе испитала улога унитарне трансформациjе, у овом поглављу раз-
матра се исти модел без њене примене. Почетни Фролихов хамилтониjан непосредно
се раздваjа на хамилтониjан слободног електрона и фонона и на електрон–фононску
интеракциjу. На таj начин интеракциjа се не укључуjе у пробни систем, већ се у це-
лини третира као резидуална интеракциjа.

Анализа се спроводи у два корака. Наjпре се примењуjе наjнижа апроксимациjа
слободне енергиjе, F0+⟨V ⟩0, како би се утврдило да ли се већ на том нивоу добиjа до-
принос коjи зависи од jачине електрон–фононске спреге. Затим се израчунава други
кумулант, коjи садржи корелациону функциjу интеракциjе у имагинарном времену.
Добиjени резултати упоређуjу се са резултатима трансформисаног хамилтониjана
и са нумерички егзактним вредностима. Циљ овог поређења jе да се утврди у ко-
jоj мери унитарна трансформациjа побољшава опис слободне енергиjе већ у нижим
апроксимациjама.

5.1 Прва апроксимациjа за нетрансформисани хамилтониjан

Полазимо од нетрансформисаног Фролиховог хамилтониjана [3]

H =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k|+ ω0

∑
q

b†qbq +
∑
kq

g(q) |k + q⟩ ⟨k|
(
bq + b†−q

)
. (176)

За разлику од претходно разматраног приступа, овде се не уводи унитарна транс-
формациjа, па не постоjе вариjациони параметри hq и aq коjи описуjу помераj фонон-
ског поља и пренос импулса. Почетни хамилтониjан се непосредно записуjе у облику

H = H0 + V, (177)

где H0 представља хамилтониjан слободног електрона и слободних фонона, док V
садржи целокупну електрон–фононску интеракциjу. На ову поделу применићемо ис-
ти поступак као и у случаjу трансформисаног хамилтониjана. Поређењем се може
утврдити на коjи начин унитарна трансформациjа реорганизуjе доприносе електрон–
фононске интеракциjе. Дакле, пробни хамилтониjан jе

H0 =
∑
k

ϵk |k⟩ ⟨k|+ ω0

∑
q

b†qbq, (178)

где први члан описуjе слободно кретање електрона, док други представља систем
слободних недисперзивних оптичких фонона. Преостали део хамилтониjана jе

V =
∑
kq

g(q) |k + q⟩ ⟨k|
(
bq + b†−q

)
, (179)
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и представља електрон–фононску интеракциjу коjа се у овом приступу у целини
третира као резидуални члан.

Применом неjеднакости (79) добиjа се вариjациона горња граница у нетрансфор-
мисаном случаjу

F ≤ F
(1)
ub,nt = F0 + ⟨V ⟩0, (180)

где jе F0 слободна енергиjа система описаног пробним хамилтониjаном H0.

Интеракциjа V линеарна jе по фононским операторима. У термалном стању сло-
бодних фонона важи [2]

⟨bq⟩0 = 0, ⟨b†−q⟩0 = 0. (181)

Због тога jе средња вредност целокупне интеракциjе jеднака нули,

⟨V ⟩0 = 0. (182)

Наjнижа апроксимациjа зато даjе само слободну енергиjу система описаног проб-
ним хамилтониjаном,

F
(1)
ub,nt = F0. (183)

Пошто F0 не зависи од параметра електрон–фононске спреге α, у разлици слободне
енергиjе добиjа се

∆F
(1)
nt (α, T ) = F

(1)
ub,nt(α, T )− F

(1)
ub,nt(0, T ) = 0. (184)

Ово представља прву jасну разлику у односу на трансформисани приступ. Након
унитарне трансформациjе део интеракциjе поjављуjе се већ у статичким чланови-
ма коjи зависе од вариjационог параметра hq. Због тога се нетривиjалан допринос
везивању поларона добиjа већ у наjнижоj апроксимациjи. Код нетрансформисаног
хамилтониjана таj допринос не постоjи, па jе за добиjање првог резултата коjи зави-
си од параметра α неопходно прећи на други кумулант слободне енергиjе.

5.2 Друга апроксимациjа за нетрансформисани хамилтониjан

Као што jе показано у претходном пододељку, ⟨V ⟩0 = 0, па прва апроксимациjа не
даjе допринос разлици слободне енергиjе. Први ненулти допринос електрон–фононске
интеракциjе jавља се у другом кумуланту.

У општем случаjу други кумулант садржи повезану корелациону функциjу ин-
теракциjе у два имагинарна времена [8]:

∆F
(2)
nt = − 1

2β

∫ β

0

dτ1

∫ β

0

dτ2 ⟨TτV (τ1)V (τ2)⟩c0 . (185)

Резидуална интеракциjа у нетрансформисаном случаjу дата jе са

V =
∑
q

ρq

(
bq + b†−q

)
, ρq = g(q)

∑
k

|k + q⟩⟨k|. (186)

Оваj интеракциони члан има исти операторски облик као члан V4 трансформи-
саног хамилтониjана, чиjи jе допринос другом кумуланту детаљно изведен у прет-
ходном одељку. Због тога су фононска и електронска корелациона функциjа, као
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и поступак преласка са суме на интеграл и израчунавања интеграла по импулсу,
идентични већ приказаном поступку.

Према томе, други кумулант нетрансформисаног хамилтониjана има исти облик
као допринос коjи у трансформисаном случаjу потиче од корелационе функциjе чла-
на V4, па у бездимензионом облику важи

∆F
(2)
nt (α, T ) = ∆F (2)(α, T ), (187)

где jе ∆F (2)(α, T ) дато jедначином (174).

Пошто jе допринос прве апроксимациjе jеднак нули, укупна апроксимациjа ра-
злике слободне енергиjе до другог реда у нетрансформисаном приступу износи

∆Fnt(α, T ) ≈ ∆F
(2)
nt (α, T ). (188)

Коначно,
∆Fnt(α, T ) ≈ ∆F

(1)
nt (α, T ) + ∆F

(2)
nt (α, T ) = ∆F

(2)
nt (α, T ). (189)

Добиjени израз има исти облик као допринос коjи у трансформисаном случаjу
потиче од корелационе функциjе члана V4,

⟨TτV4(τ)V4(0)⟩0 . (190)

Иако jе математички облик овог доприноса исти у оба приступа, његова улога
у апроксимационом поступку ниjе иста. У трансформисаном приступу већ наjнижа
апроксимациjа слободне енергиjе садржи нетривиjалан допринос електрон–фононске
интеракциjе. Она зависи од вариjационог параметра hq, коjи се одређуjе минимизаци-
jом слободне енергиjе и описуjе оптимално статичко померање фононског поља око
електрона. На таj начин jе део поларонског везивања укључен већ у пробни систем.
Други кумулант се затим додаjе на оваj вариjациони резултат и описуjе додатне ди-
намичке и термалне флуктуациjе резидуалне електрон–фононске интеракциjе.

Код нетрансформисаног хамилтониjана ситуациjа jе другачиjа. Пошто jе интерак-
циjа линеарна по фононским операторима, њена средња вредност у односу на пробни
систем нестаjе, ⟨V ⟩0 = 0. Због тога наjнижа апроксимациjа не садржи допринос по-
ларонском везивању и не зависи од параметра спреге α. Први ненулти допринос
електрон–фононске интеракциjе jавља се тек у другом кумуланту. Иако jе оваj до-
принос истог облика као V4V4 корекциjа у трансформисаном приступу, у нетрансфор-
мисаном случаjу он мора сам да опише ефекат интеракциjе коjи jе након унитарне
трансформациjе већ делимично укључен у наjнижу апроксимациjу. Због тога jедна-
кост доприноса другог реда не подразумева и jеднак квалитет коначног резултата.

Према томе, унитарна трансформациjа не мења сам физички систем, већ реор-
ганизуjе апроксимациони поступак: статички део електрон–фононских корелациjа
укључуjе се већ у наjнижем реду, док други ред затим описуjе преостале флукту-
ациjе. Поређење резултата добиjених са унитарном трансформациjом и без ње са
нумерички егзактним вредностима приказано jе на слици 5. У разматраном опсегу
температура и jачина спреге резултати добиjени након унитарне трансформациjе по-
казуjу боље слагање са референтним вредностима. Приступ без трансформациjе пра-
вилно описуjе општи тренд зависности од параметра α, али његово одступање расте
са повећањем jачине спреге. Ови резултати показуjу да укључивање дела електрон–
фононских корелациjа у пробни хамилтониjан омогућава прецизниjи опис слободне
енергиjе већ у нижим апроксимациjама.
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(а) T = 0.1 (б) T = 0.2

(в) T = 0.5 (г) T = 1

(д) T = 2 (ђ) T = 10

Слика 5: Поређење резултата ∆F са и без унитарне трансформациjе за различите
температуре.
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Закључак
У овом раду проучаван jе Фролихов модел електрон–фононске интеракциjе приме-
ном метода заснованог на унитарноj трансформациjи хамилтониjана. Основна идеjа
овог приступа била jе да се део електрон–фононске интеракциjе укључи већ у де-
финициjу трансформисаних степени слободе, односно да се електрон не посматра
као потпуно слободна честица, већ заjедно са деформациjом фононског поља коjа га
прати. На оваj начин почетни проблем се реорганизуjе тако да се део поларонског
везивања укључуjе у пробни део хамилтониjана, док преостали чланови чине рези-
дуалну интеракциjу.
Наjпре jе изведен потпуно унитарно трансформисани Фролихов хамилтониjан. Транс-
формациjа jе примењена посебно на електронски, фононски и електрон–фононски
део, при чему су добиjени додатни чланови коjи зависе од вариjационих парамета-
ра hq и aq. Параметар hq описуjе померање фононског мода и формирање фононског
облака, док aq одређуjе део импулса коjи се преноси на електронско стање при транс-
формациjи. На таj начин jе добиjен облик хамилтониjана коjи омогућава систематско
раздваjање статичких вариjационих доприноса и преосталих динамичких флуктуа-
циjа.
У случаjу нулте температуре одређена jе енергиjа основног стања поларона. За елек-
тронски део пробног стања коришћена jе Гаусова пробна функциjа, чиме jе вариjацио-
ни проблем сведен на параметре hq, aq и λ. Параметар hq елиминисан jе аналитички,
док jе aq одређиван решавањем имплицитне jедначине за сваку вредност таласног
вектора q. Преостала минимизациjа по параметру λ извршена jе нумерички.
Добиjена зависност енергиjе основног стања од jачине спреге α показуjе очекивану
промену карактера поларонског стања. У области слабе спреге оптимално решење
одговара λ = 0, односно слабиjе локализованом електрону, док се са повећањем
jачине електрон–фононске интеракциjе поjављуjе минимум са ненултом вредношћу
параметра λ. Ово решење описуjе локализованиjе стање и изражениjе формирање
фононског облака. Нумеричка имплементациjа на таj начин репродукуjе каракте-
ристично понашање познато из претходних примена овог вариjационог приступа на
Фролихов модел [5][6].
Метод jе затим проширен на коначне температуре, где се уместо енергиjе основног
стања разматра слободна енергиjа система. Трансформисани хамилтониjан jе раздво-
jен на пробни део H0, чиjа се партициона функциjа може израчунати аналитички,
и резидуалну интеракциjу V . Применом Гибс–Богољубовљеве неjеднакости добиjена
jе прва апроксимациjа слободне енергиjе. За избор aq = 1, део електрон–фононске
интеракциjе постаjе диjагоналан и даjе ненулти статички допринос већ у наjнижем
реду. Минимизациjом ове апроксимациjе по параметру hq, одређено jе оптимално
температурно зависно померање фононског поља.
Показано jе, међутим, да сама наjнижа апроксимациjа ниjе довољна за задовољаваjу-
ћи опис температурне зависности слободне енергиjе. Разлог jе у томе што она садржи
само средње вредности резидуалне интеракциjе, док чланови коjи су линеарни по фо-
нонским операторима имаjу нулту средњу вредност, али ненулте флуктуациjе. Због
тога jе у прорачун укључен и други ред кумулантног развоjа [8]. У оквиру разматране
апроксимациjе задржан jе допринос члана V4, коjи директно описуjе процесе емисиjе
и апсорпциjе фонона. Његова корелациона функциjа у имагинарном времену уноси
у слободну енергиjу температурно зависне фононске флуктуациjе коjе нису обухва-
ћене статичким вариjационим померањем.
Нумерички резултати показуjу да укључивање овог доприноса значаjно поправља
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резултат наjниже апроксимациjе и доводи га ближе референтним вредностима. Ис-
товремено, преостало одступање показуjе ограничење примењене апроксимациjе, jер
потпун други кумулант у општем случаjу садржи корелациjе свих делова резидуалне
интеракциjе, а не само издвоjеног члана V4. Добиjени резултат зато не треба тума-
чити као доказ да су остали чланови занемарљиви, већ као показатељ да већ водећи
динамички допринос садржи значаjан део корекциjе коjа недостаjе у првом реду.
Посебан увид у улогу унитарне трансформациjе добиjен jе применом истог апрок-
симационог поступка на нетрансформисани Фролихов хамилтониjан. У том случаjу
целокупна електрон–фононска интеракциjа остаjе у резидуалном делу хамилтониjа-
на, па jе њена средња вредност у наjнижоj апроксимациjи jеднака нули. Због тога
први ред не даjе никакав допринос разлици слободне енергиjе коjи зависи од пара-
метра α, већ се први ненулти електрон–фононски допринос поjављуjе тек у другом
кумуланту. Занимљиво jе да оваj други ред има исти математички облик као допри-
нос корелационе функциjе члана V4 у трансформисаном приступу. Међутим, његова
физичка улога ниjе иста. Након унитарне трансформациjе наjнижа апроксимаци-
jа већ одређуjе вариjационо оптимално фононско померање и садржи статички део
поларонског везивања, док други ред представља корекциjу на такав резултат. Без
трансформациjе оваj вариjациони допринос недостаjе и други кумулант мора сам да
представља први нетривиjалан опис интеракциjе. Поређење два приступа зато по-
казуjе да значаj унитарне трансформациjе ниjе у промени физичког система, већ у
погодниjоj реорганизациjи апроксимационог развоjа.
Природан наставак овог рада представља потпуниjе укључивање резидуалне интер-
акциjе и проучавање динамичких особина поларона. Jедан правац jе проширење ку-
мулантног развоjа тако да се, поред члана V4, систематски размотре и преостале
ненулте корелационе функциjе трансформисаног хамилтониjана. На таj начин било
би могуће проценити релативни значаj поjединачних резидуалних чланова и утврди-
ти домен у коме jе задржавање само водећег доприноса оправдано.
Даљи корак представља формулациjа проблема помоћу Мацубара–Гринових функ-
циjа на коначноj температури. Полазећи од раздваjања H̃ = H0+V , могуће jе одреди-
ти сопствену енергиjу електрона и укључити jеднофононске и двофононске процесе
коjи потичу од резидуалне интеракциjе. Након аналитичког продужења на реалне
фреквенциjе добиjа се ретардована Гринова функциjа, а из ње спектрална функциjа
поларона, коjа садржи информациjе о енергиjи, дисперзиjи и времену живота ква-
зичестичних стања.
Познавање спектралне функциjе омогућава да се анализа прошири и на транспортна
своjства поларона. Применом Кубовог формализма могуће jе израчунати покретљи-
вост носилаца наелектрисања и испитати како електрон–фононска интеракциjа и
температура утичу на транспорт. На таj начин би се промене у положаjу и шири-
ни спектралних максимума могле директно повезати са променама у покретљивости
носилаца наелектрисања.
Тиме би се у оквиру истог приступа заснованог на унитарноj трансформациjи повеза-
ли енергиjа основног стања, слободна енергиjа, динамичке спектралне особине и по-
кретљивост поларона. Овакво проширење представљало би природан следећи корак
ка потпуниjем опису Фролиховог поларона на коначним температурама и детаљниjоj
процени могућности и ограничења метода заснованог на унитарноj трансформациjи.
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